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Id dieser Abhandlung, mit welcher ich vorlaufig das Thema zu 
schliessen gedenke , entwickele ich die Ausdrucke für die Berechnung 
der Störungen , die von den Quadraten und Producten der störenden 
Krade abhangen , und wende sie auf die Egeria an. Es erscheinen so- 
mit hier zum ersten Male die Störungen zweiter Ordnung eines der 
kleinen Planeten. 

Ich habe schon früher bemerkt, dass, die Egeria in Bezug auf die 
Grösse der Störungen, welche sie erleidet, zur Mittelgattung der klei- 
nen Planeten, wenn ich mich so ausdrucken darf, gehört, es giebt 
nemlich unter diesen Planeten eine Anzahl, deren Störungen geringer 
sind wie die der Egeria , aber es giebt auch eine Anzahl , deren Stö- 
rungen grösser ausfallen müssen. Aus dem in dieser Abhandlung er- 
haltenen Endresultat sieht man, dass die meisten Glieder zweiler Ord- 
nung klein sind, dass aber darunter einige sich befinden, die nicht un- 
beträchtlich sind, und deren Uebergehung den berechneten Ort der 
Egeria in nicht sehr langer Zeil merklich unrichtig machen würde. 
Diese Glieder sind erstlich die Sücularändenmgen , d. i. die mit / sin e 
und tcose mulliplicirten Glieder, deren vom Quadrat der störenden 
Kraft abhangiger Theil in der Länge 

— 0",48916 /sin« — 0",76801 <cose 

und im Radius nahe die Hälfte davon betragt. Da die Einheit von t 
hier das Julianische Jahr ist, so würde die Weglassung dieser Glieder 
jahrlich nahe Eine Secunde Einwirkung im Maximum erreichen. Zwei- 
tens haben durch die Berücksichtigung des Quadrats der störenden 
Kraft die Glieder, die den kleinsten Divisor bekommen, einen nicht 
unwesentlichen Zuwachs erhalten , nemlich 

6» 
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{— 40',50 — 0\01829/} sin {(1 — 3^)«~3 (c — /<c)} 
— 31, 37 — 0. 57249/} cos {(1 — 3,«) e— 3 (c— /ic)j 
-+•{ 19. 66 + 0. 01627/} sin {(2— 3 f t)e— 3(c'-^u c)\ 
+ { 25, 37 -HO. 06468/} cos {(2— 3ft)c— 3(c— pe)}. 
Der Cocfficient des ersten dieser Argumente hat also einen Zuwaehs 
von ohngefiihr einer Minute bekommen, und die jährliche Aenderung 
desselben Ubersteigt eine halbe Secunde ; der Zuwachs des Coeflicien- 
ten des zweiten Arguments betrögt ohngefahr eine halbe Minute. 

Es scheint im Ganzen aus diesen Untersuchungen hervor zu gehen, 
dass es unter den kleinen Planeten nur sehr wenige giebt , für welche 
man das Quadrat der störenden Kraft ganz ubergehen kann , wenn man 
ein nicht allzu ungenaues Resultat erhalten will , allein es wird unter 
denselben auch nur wenige geben, für welche es absolut nothwendig 
wird, die Glieder zweiter Ordnung mit möglichster Ausführlichkeit zu 
berechnen. Für diejenigen der kleinen Planeten, die dem Jupiter am 
Nächsten kommen können , werden wohl auch einige der vom Cubus 
der störenden Kraft abhangige Glieder merkliche Werlhe bekommen, 
man wird die Argumente, welchen diese Glieder angehören, leicht er- 
kennen können, und nach den Grundsätzen, die in diesen Abhandlun- 
gen Uberhaupt massgebend sind, wenigstens die grosseren Theilc der- 
selben ohne grosse Mühe erhallen können. 

Man wird in dieser Abhandlung finden, dass ich bei der Berech- 
nung der Störungen zweiter Ordnung der Egeria in den rein periodi- 
schen Gliedern allgemein die drille Decimale der Secunde berücksich- 
tigt habe, bei den Gliedern, welche die kleinsten Divisoren erhallen, 
habe ich die Berechnung der Coeflicionlen , vor den Integrationen, bis 
auf die fünfte, bez. die vierte Decimale der Secunde, und bei den 
Gliedern die mit der Zeit selbst multiplicirt sind bis zur fünften Deci- 
male einschliesslich durchgefühlt. 

Das Volumen Papiers, welches zur Berechnung der Störungen 
zweiter Ordnung der Egeria gedient hat, ist sehr wenig grösser wie 
das Volumen, welches zur Berechnung der Störungen erster Ordnung 
verwandt worden ist, und ich bin geneigt hieraus den Schluss zu zie- 
hen , dass die Berechnung der Störungen zweiler Ordnung nicht viel 
mehr Zeit erfordert habe . wie die der ersten Ordnung. Einen ande- 
ren Massstab für die Angabc des Verhältnisses dieser beiden Zeit- 
räume habe ich nicht, da die Berechnung der Störungen zweiler 
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Ordnung der Egeria , die ich schon vor mehreren Jahren angefangen 
habe, oftmals durch andere Arbeiten unterbrochen worden ist, und ich 
die Anzahl der Tage, die ich in jedem Abschnitt darauf verwandt habo, 
unterlassen habe anzumerken. 

Ich halle nicht für nothvvendig, dass man für jeden der kleinen 
Planeten die Störungen zweiter Ordnung mit solcher Ausführlichkeit be- 
rechnen müsse, wie hier aus dem Grunde geschehen ist, weil ich das 
erste Beispiel dieser Rechnung aufstelle, aber jedenfalls muss die Ab- 
kürzung, die man anwendet, so beschaffen sein, dass dadurch nicht 
merkliche Glieder verloren gehen. Ein einfaches Mittel diese Bedingung 
nicht zu verletzen, und dennoch auf eine weit kürzere Rechnung zu 
kommen , besteht darin . dass man die ganze Rechnung auf eine klei- 
nere Anzahl von Decimalen der Sccunde ausdehnt, wie- in dieser Ab- 
handlung geschehen ist. Wenn man allenthalben nur Eine Decimalo 
weniger ansetzt wie hier, so kürzt sich die ganze Rechnung schon be- 
deutend ab, und wurde man sich mit zwei Decimalen weniger begnü- 
gen wollen, so würde die Rechnung sehr kurz ausfallen. 

Diese Abhandlung ist in folgende Abschnitte eingetheill: 

§. I. Allgemeine Betrachtungen über das hier entwickelte Ver- 
fahren. Art. i — 6. 

§. 2. Ableitung eines Ausdrucks zur Berechnung der von den 
Quadraten und den höheren Potenzen der störenden Kräfte abhängigen 
Glieder der Ungleichheiten sehr langer Periode. Art. 7 — 9. /-94 

§. 3. Analytische Enlwickelung der Hauptbedingungsgleichung für 
die von den Quadraten der störenden Kräfte abhängigen Glieder. 

Beweis zweier Sülze , die bei der Berechnung der von den 
Quadraten der störenden Kräfte abhängigen Glieder angewandt wer- 
den. Art. 10—33. f W 

§. 4. Enlwickelung der Hülfsgrössen für die Berechnung der vom 
Quadrat der störenden Masse abhängigen Glieder, nebst Anwendung 
auf die Egeria. Art. 34 — 48. /i-)3t. 

§. 5. Berechnung der für die vom Quadrat der störenden Masse 
abhängigen Glieder erforderlichen Producte. Art. 49 — 60. 

§. 6. Integration der im vorigen § berechneten Glieder. Art. 61 
-84. Hl*" 

§. 7. Berechnung der von den Producten der störenden Massen 
abhängigen Glieder 
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Bestimmung der numerischen Werthe der willkührlichen Constan- 
ten der zweiten Annäherung. Art. 82—94. ^ti/ 

§. 8. Verwandlung der elliptischen Elemente. Art. 95 — 109. 

§. 9. Entwickelung der Ausdrücke für die Verbesserungen der 
Störungscoefficienten , die aus der Verbesserung der der Rechnung zu 
Grunde gelegten osculirendcn Elemente entstehen. 

Anwendung auf die im Vorhergehenden berechneten Störungen. 
Art. 110— 132. , h ^ z 

§. 1 0. Verwandlung der von osculirenden Elementen abhängigen 
Störungen in solche die von den mittleren Elementen abhängen. 

Bestimmung der mittleren Elemente. Art. 1 33—1 50. J,. Zrt 

§. i. Allgemeine Betrachtungen über das hier entwickelte 

Verfahren. 

'I. 

Das Verfahren , welches ich zur Berechnung der Störungen ange- 
geben und in diesen Abhandlungen mit besonderer Rücksicht auf die 
kleinen Planeten entwickele , ist eine Methode der Veränderung der 
willkührlichen Constanten, und die Methode der Veränderung der will- 
kührlichen Constanten überhaupt ist nach dem Urtheil unserer grösslen 
Mathematiker zur Berechnung der Störungen die geeigneteste. Der 
Grund hievon ist leicht zu erkennen, er liegt darin, dass in dieser Me- 
thode die Integrationen auf die möglichst einfachen zurück geführt wer- 
den, während in den auf Differentialgleichungen von Coordinaten be- 
ruhenden Methoden die Integrationen gehäuft sind , oder , mit anderen 
Worten , auf eine zusammengesetztere Art eintreten. Die Folge dieser 
Häufung der Integralionen tritt in den Anwendungen namentlich in den 
Gliedern, die kleine Divisoren erhalten, nachtheilig hervor, und ver- 
ursacht dass man in deu Differentialen einen grösseren Theil der Coeffi- 
cienten mit mehr Decimalen berechnen rauss wie in der Anwendung 
der Methode der Veränderung der willkührlichen Constanten, wenn 
man im Resultat dieselbe Genauigkeit erlangen will. Ein anderer Uebel- 
stand der auf Differentialgleichungen von Coordinaten gegründeten Ver- 
fahren besteht darin, dass man auf Aggregate von schwächer conver- 
girenden Reihen geführt wird. 

Mein Verfahren unterscheidet sich von der gewöhnlichen Methode 
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der Veränderung der willkuhrlichen Constanten dadurch , dass ich die 
Anzahl der Veränderlichen auf die möglichst geringe zurück geführt, 
und den Uebergang zu den Coordinaten, welcher schliesslich bei je- 
dem Verfahren bewirkt werden muss, auf die einfachste Weiso ausge- 
führt habe. Durch die Wahl der Coordinaten habe ich bewirkt, dass 
nur in Einer derselben die Glieder vorkommen, die eine doppelte Inte- 
gration erfordern, und da hieraus vorzugsweise die grossen Ungleich- 
heilen erstehen, so sind diese auch nur in der einen CoordiDate ent- 
halten; es sind daher die Störungen überhaupt, so viel es möglich ist. 
auf diese Eine Coordinate, die mittlere Länge oder mittlere Anomalie, 
zurück gedrängt. Es ist noch anzuführen , dass in meiner Methode 
durch die Wahl der Coordinateu und der unabhängigen Veränderlichen 
die unendlichen Reihen durch welche die Störungen ausgedrückt wer- 
den auf eine weit grössere Convergenz gebracht worden sind , wie in 
irgend einer anderen der bis jetzt bekannten Methoden. 

2. 

Der Ausdruck der Länge häogt ursprünglich von vier elliptischen 
Elementen ab, nemlich von der mittleren Länge zur Zeitepoche, der 
grossen Achse, der Excentricitäl und der Länge des Perihels, und 
der Radius Vector von drei, nemlich von der grossen Achse, der Excen- 
tricitäl und der Länge des Perihels. In dem hier erklärten Verfahren 
kann W 0 , von welcher Function die Längenstörungen abhängen, auf 
folgende Form gebracht werden, 

>V 0 = T(cos tj -+- \e) •+■ iPsin tj 
und hängt also nur von den drei Elementen S % T und *P ab. Die Stö- 
rungen des Radius hängen von dem Differential von W 0 nach tj ab. 
und da 

= — ^sin t] H- 4Fcos»7 

ist, so hängen diese Störungen hier nur von den zwei Elementen T 
und V ab. Für die Störungen der Breite haben wir hier den Ausdruck 

R 0 am Psin t\ — Q (cos r\ — e) 

und diese Störungen hängen also hiervon zwei Elementen ab, wie in 
den anderen Methoden. Aber man erkennt hieraus, dass bei diesem 
Verfahren nur fünf Elemente im Ganzen vorkommen , während die Ge- 
sammtheit der Störungen ursprünglich von sechs elliptischen Elementen 
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abhangt, dass folglich in diesem Verfahren Ein Element eliminirt ist. 
Ausserdem ist in den Ausdrücken dieser Elemente eine Veränderliche 
eliminirt, denn die Ausdrücke der Arft. (43) (I) und (48) (I) für ddW 0 
und ddR Q zeigen , dass diese Grössen nur von acht Veränderlichen ab- 
hängen, während die Veränderungen der elliptischen Elemente ur- 
sprünglich von neun Veränderlichen abhängen, nemlich entweder von 
den drei Coordinaten und den drei Componenten der Geschwindigkeit 
des gestörten, und den drei Coordinaten des störenden Planeten, oder 
von den sechs elliptischen Elementen des gestörten, und den drei Co- 
ordinaten des störenden Planelen. 

Der Uebergang von den gestörten Elementen zu den Coordinaten 
wird hier auf die einfachste Art bewirkt. In der ersten Annäherung be- 
kommt man durch blose Addition der drei zu jedem Argument gehöri- 
gen Glieder von W 0 schon das Differential der Längenstörungen in Be- 
zug auf die Zeit, und in der zweiten Annäherung erhält man dasselbe 
durch die Addition der je drei bez. Glieder von dW 0 und die Hinzufü- 
gung der beiden Glieder 

Das Differential der Störungen des Radius ergiebt sich in der ersten 
Annäherung durch die Addition der zwei zu jedem Argument gehört 
gen Glieder des Differentials von W 0 nach r t , und in der zweiten An- 
näherung durch die Addition der zwei analogen Glieder vom Differen- 
tial von dW 0 und durch Hinzufiigung der beiden Glieder 

(ä*WA anti / d\V t \an3i ae sin t 
\ dtf ) r \d n ) r • r 

Die Störungen der Breite ergeben sich ähnlicher Weise in der ersten 
Annäherung durch dio Addition der drei bez. Glieder von /t 0 , und in 
der zweiten Annäherung durch Addition der drei bez. Glieder von öRq 
und Hinzufügung des Gliedes 

dÄ.\ an3x 

~~r~ 



3. 

Die hier vorkommenden Elemente lassen sich leicht durch die be- 
kannten elliptischen Elemente ausdrücken. Der im vor. Art. aufge- 
stellte Ausdruck lur-W 0 giebt 

m«jr+r(too.«+^)+^4Äs. 



/ 
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wo a 0 , e 0 und y> 0 wieder unveränderliche Elemente bedeuten. Ver- 
gleichen wir diesen Ausdruck mit (39) (I) , so ergiebt sich 

r=2£ *, ^=2^cosy 0 
woraus durch die im Art. 25(1) gegebenen Ausdrucke für £ und tj 
* = 2 - *± - J£*- {ecos (*-*„) - e 0 ] 

folgt, wo ich wie früher für j — Ii »od für £ — 1 geschrie- 
ben habe. Statt der im vor. Art. mit P und Q bezeichneten Elemente 
können wir ohne Weiteres die im Art. 9(1) mit p und q bezeichneten 
nehmen , und haben also 

p = sin • sin (a — 

q = sin t cos (o — 0 0 ) — sin t 0 
Dieses sind die strengen Ausdrücke für die fünf in der hier entwickel- 
ten Methode vorkommenden Elemente , in welchen 

A _ °" _ _* 

cosy yo.cosy 

ist, wenn k die Ganssische Constante bedeutet. Dies Element h ist also 
der Quadratwurzel aus dem Parameter der Bahn des gestorten Plane- 
ten umgekehrt proportional. Wenn man blos die Glieder beibehält, 
die von der ersten Potenz der störenden Kräfte abhängen , so werden 
diese Relationen einfacher. Indem man das Zeichen <f blos auf < 
erste Potenz bezieht, wird • 

ecos(x—Jt 0 ) — e 0 = de 
es'm(x — frj = efy 
und man bekommt daher 

M H± 

COS V. 

cosy, 
p = sin i 0 da 
q = cos i 0 di 
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woraus man erkennt, dass ohne Rucksicht auf die Quadrate und höhe- 
ren Potenzen der störenden Kräfte 



Aus den vorhergehenden Abhandlungen ist zu erkennen, dass 
diese Elemente von den in 



enthaltenen Störungen abhängig gemacht worden sind , — der Coordi- 
naten des störenden Planeten nicht zu gedenken , — während sonst in 
der Methode der Veränderung der willkuhrlichen Constanten die ellipti- 
schen Elemente von ihren eigenen Störungen abhängig gemacht werden. 
Auch hier kann man diese Abhängigkeit darthun, muss aber zu dem 
Ende das eliminirte Element wieder einfuhren. Ich werde zeigen wie 
man dieses bewirken kann, dabei aber nur auf die ersten Potenzen der 
Veränderungen Rücksicht nehmen , und der Kürze wegen die Elemente 
p und q von der Umformung ausschliessen. Die Gleichung (32) (I) 
giebt nach Einführung der Elemente S, T und *P strenge 



und die Gleichung (33) (I) ist 

dt h(i+y)* 

Bezeichnen wir nun die hier zu ermittelnden Variationen mit einem den 
Grössen vorgesetzten J , so geben diese beiden Gleichungen 



S den Störungen der grossen Achse 
T den - der Excentricität 
4P den - der Länge des Perihels 
p den - der Länge des Knotens 
q den - der Neigung 



proportional ist. 



i. 




| - 1 + jr + r (f cos7+ i*o) + *^+ i 




a.cosy. 



rsinf 



woraus nach der Elimination von Jv 
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dt i +v \ a, * °/ < +k o,co8 y, 

| 7- _!i_ n L . /// co9 7+»« ) . y f K 

\* OOS 9), ^ cos?, H+r"*" 0+*)' ^ A 

folgt. Aus dem Differential der Gleichung (36) (I) bekommt man nach 
der Substitution des Ausdrucks für W strenge 

9 _«> _ y »'"7 uf^n±la 1 

n,dt cosy, cos?, 

und die strengen Ausdrücke des vor. Art. geben 
wovon die Variation 

ist. Substituirt man diese beiden Gleichungen, und seUt zur Abkürzung 



idv 



V" 1 v 4 

w _ • "r"sin7 



so wird 



14* a,cosy t 



— /^M ■+■ LJT+ MJV 



Vermöge der Gleichung 

dl ~ (T^'^T — ÄÖW J¥ 
bekommen wir zuerst 

J d d Yf = AJnz + + C, / £ 

wo 

ist, und A, B, und C dieselbe Bedeutung haben wie im Art.'43(I). 
Kliminiren wir hieraus und durch die eben entwickelten Glei- 
chungen, so wird 

.1 W = NJnz n- PJX+ QJT+ RJ'P 
wo durch folgende Gleichungen 
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P = AT?, * 

Q = LB.- -iäAi 
Ä = MB, 

die Coeffidenten gegeben sind. 

5. 

Um aus den eben gefundenen Gleichungen Jnz eliminiren zu kön- 
nen müssen wir das Element wieder einführen , welches eliminirt wor- 
den ist, und wenn wir dieses mit X bezeichnen, so können wir die 
folgende Gleichung dafür aufstellen 

wovon die Variation 

ist. Eliminirt man hiermit Jnz aus den beiden im vor. Art. entwickel- 
ten Gleichungen, so wird 

J§ = JJX+KJS+L i JT+M i JP 
J d ~^ = NJX + PJS ■+- q x jt+ B X JV 

wo 

L. — L + y.^iV. sin f 
(?, = 0+i V^-. v -«i% 

DifTeren Ihren wir die obige Relation zwischen «<te und X in Bezug auf 
/, so wird wegen der Gleichung ^f- = ^n 0 , 

df, «. dl y a, Vo. C ° S /o + * e oj a.co^. 
d7> r,' + a.r« cos 'y • f d</' r « 

und die Variation davon wird 



_^dr r/+y.co8V. ■ f .dy _n 
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6. 

dW 

Der Ausdruck filr nimmt folgendo Form an. 

und die Varialion davon wird also 

= 1 + J % (™ s 7-4^)+ ^ sin V 

Um diesen mit dem im Art. 5 abgeleiteten Ausdruck derselben Grösse 
vergleichen zu können, müssen wir die Form der dort mit JV, P, Q und 
R bezeichneten CoefBcienten kennen lernen. Jeder derselben kann 
erstlich auf ähnliche Formen hingeführt werden, wie die für T, X, etc. 
im §. 5(1) gegebenen, und durch die Reihenentwickelungen der DifTc- 
rcnlialquotienlen der Störungsfunction und der Anwendung von solchen 
Entvvickelungen, wie die im §. 4 (II) erklärten können sie auf folgende 
Form gebracht weiden, 

N= ±T, rin| ^1 + ST. cos [(.•-,»«+#) 

-h i'^,sin{ — */+(t— -hX4 e cos \— v +(i—?tt)6+U\ 
-57/,sin{ tj l>)«+ü] -I- ^Y7 c cos { +(•— ift)B+U\ 

wo f/ = — f(c—fic) ist. Von dieser Form kann man auf die folgende 
übergehen 

N=stt + ß[costj +|c 0 )-t-ysinjy 

denn die Functionen «, ß und y hängen durch die folgenden Gleichun- 
gen von den Gliedern des vorhergehenden Ausdrucks ab, 

« = S| J>- 1 / - |//,| sin {(i-«» 0+U] 

+ 2'|r c - f cos }(,-,>>H-r r j . 

^= Jb'j^/. -I- sin j (»— »» 

+ 2\J.+ U e \ cos [(»—*» * + u \ 
y = —2\4* — /A| cos {(i—»>) « -I- U\ 
• + vjy/ e _ /7 C | sin | (i— i» « 4- üj 

Audi kann man diese letzlere Form erhalten ohne die erstere voran- 
gehen zu lassen. Eben so bekommt man auch 

P = «, + ßi (cos^-l-ieo) -l- n sin j? 

0, ss a, -f- ß t (cos »j -l- itf 0 ) •+■ y 3 sin 
«, + & (cos»/ + n sin iy 



Digitized by Google 



94 



P. A. Hansen, 



Subslituirt man nun diese Ausdrücke in den Ausdruck von 4*]^ des 
Art. 5, und vergleicht ihn alsdann mit dem in diesem Art. gegebenen 
Ausdruck, so bekommt man sogleich 

J*£ = y./X Yx JS + y r /T + y t JV 

und substituirt man die Ausdrücke ftlr J=j- , J^- und in den 

Ausdruck für des vor. Art., so wird 

wo 

ö 3 — o. U i o,'co 8(f , & Sa.» cos V . S,n /o — n j£?0- 

Hiemit sind die Variationen der Differentiale der Elemente X, S, T und 
4P in Function der Variationen dieser Elemente selbst dargestellt. 

In der Berechnung der Störungen der kleinen Planeten wende ich 
zwar diese Formeln nicht an, aber ich werde vielleicht spater einen 
Fall veröffentlichen, in welchem ich sie Vorjahren schon angewandt 
habe. 



§. 2. Ableitung eines Ausdrucks zur Berechnung der von den Qua- 
draten und den höheren Potenzen der störenden Kräfte abhängigen 
Glieder der Ungleichheiten sehr lauger Periode. 

7. 

Es ist aus dem Vorhergehenden leicht einzusehen , dass der Theil 
irgend einer Ungleichheit, welcher das Quadrat des durch die Integra- 
tion erzeugten Divisors bekommt, blos von dem im vor. §' mit .s be- 
zeichneten Element abhängt , und wenn die Periode der Ungleichheit 
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sehr lang , und folglich der Divisor sehr klein ist , so ist dieser Theil 
der Ungleichheit der erheblichste. Man kann zwar durch das Verfahren 
dessen Grundformeln ich in der Abhandlung (I) abgeleitet habe, und 
welches ich weiter unten ausführlich entwickeln werde, in jedem Falle 
den von den Quadraten der störenden Kräfte abhängigen Theil aller 
Ungleichheiten berechnen, allein wenn der Divisor sehr klein ist, so 
kann namentlich für die Glieder, die das Quadrat desselben bekommen, 
die Rechnung umständlich werden , weil man in diesem Falle sich ge- 
nehmigt sehen wird viele Glieder hinzuzuziehen , und die betreffenden 
Glieder erster Ordnung in Bezug auf die Massen mit mehr als zu 
den übrigen Zwecken erforderlicher Genauigkeit zu berechnen. Ich 
werde indess hier zeigen, dass das Element S in dem Falle , wo 
der störende Planet ein oberer ist, in seinen grösseren Theilen an 
sich integrabel ist, und diese also im Endresultat in der Thal nur 
den kleinen Divisor in der ersten Potenz erhalten , wahrend die Theile 
die sich nicht integriren lassen zu den kleineren gehören. Da der Jupi- 
ter, welcher auf die kleinen Planelen die grösste störende Kraft aus- 
übt , in Bezug auf diese ein oberer ist , so kann diese Formel , wenn 
in der Theorie der kleinen Planeten sehr kleine Divisoren vorkommen 
sollten , die grossen Ungleichheiten angehören , gute Dienste leisten. 
Bei der Berechnung der Störungen der Egeria habe ich diesen Aus- 
druck nicht angewandt, weil der kleinste Divisor, der dort in den 
Jupiterstörungen vorkommt, nicht kleiner ist als dass sich das davon 
abhängige Glied immer noch durch die allgemeinen , weiter unten zu 
entwickelnden Ausdrücke ohne Unbequemlichkeit berechnen lässl, bei 
der Berechnung der Mondstörungen hat mir aber dieser Ausdruck sehr 
gute Dienste geleistet. 

8. 

Erheben wir von den Gleichungen 

3 = K, - * - =fc { !«»* - <d 

= — j-esin(y— ttJ 

des Art. 3 die beiden letzten ins Quadrat und addiren , so ergiebl sich 
eine Gleichung, die sich leicht wie folgt stellen lasst, 
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■ 

eliminirt man hiemit cos (g — «J aus der ersten, so bekommt man 
leicht 

Es ist aber 

h % cos V a. 

Wenn wir daher ^ = 1 -4- d * setzen , so wird 

a a 

s = i - + * (4J 1 + 1 ( r* cos Vo + *") 

wo mit Ausnahme des ersten Gliedes alle Glieder rechter Hand Grös- 
sen zweiler Ordnung in Bezug auf die störenden Kräfte sind. Nun 
ist aber 

*? — V<5)* 

wo wieder g die mittlere Anomalie bedeutet, und 
Da ferner 

*fl-(£)M£)*-K£)* / -K£)*' 

ist, so wird 

Da die Ausdrücke für dv' und d log r' mit n multiplicirt sind , und wenn 
der störende Planet ein oberer ist »' < n ist , so sind die Glieder, wel- 
che hier unter den Integralzeichen stehen, in diesem Falle immer klei- 
ner wie die Glieder ausserhalb dieses Zeichens. Da ferner die kleinen 
Planeten keine merklichen Störungen auf die übrigen ausüben, so darf 
man in der Theorie, die uns hier beschäftigt, für dv und d log r die 
Werthe substiluiren , die sie in der elliptischen Bewegung haben. Da 
ferner d log V von der Ordnung der Excentricität e , und diese in un- 
serem Sonnensystem bei den Planelen die sehr merkliche Störungen 
ausüben eine kleine Grösse ist, so ist aus diesem Grunde das letzte 
Glied des vorstehenden Ausdrucks viel kleiner wie das vorhergehende, 
aber dieses kann , wie ich jetzt zeigen werde , auch in seinem grösse- 
ren Theile vom Integralzeichen befreit werden. 
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9. 

Aus Art. 34 (1) folgt leicht dass 

oder da f + //= («— 0 0 ) ■+■ (/7— jt 0 -|-ö 0 ) ist 

(^)cosJ+(^)=cos(/7-^ 0 +ö 0 )sinj(^)rcos(u-.ö 0 } 

- sin (n-n 0 +6 0 ) sin j(^)r sin {i—0 0 ) 

= cos (I7-n 0 -6 0 ) 8l ;^-sin(/7-^ 0 +^^ c -^ 

zufolge der Gleichungen (22) (1). üebergehen wir aber in dem Aus- 
druck von dJ des Art. (33) (I) die kleinen von dp und dq abhangigen Glie- 
der, die hier nie merklichen Einfluss haben können . und erwögen dass 

(dO\ (iSk\ (ASl\ /dn\ 
\dll) = V dv ) ? \dlf) — \dv ) 

so wird die vorstehende Gleichung 

/dü\ /dSl\ t . sin J dJ 

und da dj = dl ist, so bekommen wir hieraus 
Vermittelst dieser Gleichung giebt nun die partielle Integration 

rfd£l\ j , cos/d« fem J tPv 

J{äV) = h ~&T J JT dl 

und da <Pv von der Ordnung 4 ist , so ist hier das grösste Glied vom 
Integralzeichen befreit. 

Um im Endresultat dieser Integration die wesentliche Eigenschaft 
der anter dem Integralzeichen stehen gebliebenen Glieder hervor zu 
heben , will ich bei der Substitution der eben entwickelten Ausdrücke 
in den Ausdruck für 2 noch die folgenden Gleichungen anwenden. 

1 = A Q ^-^ dV= - 2*" e' £ sin/W, 

d logrWe l^pdt, dv'=n£ t cos? dt 
und wir bekommen daher schliesslich 
Z= -3ai2-3 i ucos( ?)o coso;'(A) , |' cos./-^ -M(d|J+i(rW^+^) 

+3 n e'ftftar (£) ^ - 2„ cos ^ cos/ (-^sin f\dt 

Abb.adl. d. R. 8. Cet. d. Wim. VII. 7 
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Diese Gleichung erstreckt sich auf alle Potenzen der störenden Massen, 
das erste Glied derselben unter dem Integralzeichen ist, abgesehen 
von diesen Massen, von der Ordnung e'fi und das zweite von der Ord- 
nung <>y. Diese beiden Glieder sind also desto kleiner, je kleiner die 
Excentricität des störenden Planelen , und je grösser die grosse Achse 
seiner Bahn im Verhältniss zu der des gestörten Planeten ist. 

Die für die Anwendung dieser Gleichung zur Berechnung der von 
den Quadraten der störenden Massen abhängigen, in S beGndlichen 
Glieder einer Ungleichheit von langer Periode noch erforderliche Ent- 
wicklung einiger Glieder derselben ist sehr einfach , und leicht zu er- 
halten. Da ich aber, wie schon erwähnt, bei der Egeria davon keinen 
Gebrauch gemacht habe , so unterlasse ich diese Entwicklung an die- 
sem Orte , und erwähne nur , dass man dabei durch Anwendung von 
einigen einfachen Betrachtungen bewirken kann, dass einige der gröss- 
ten der in den Entwickelungen hervortretenden Glieder, deren Wir- 
kung im Endresultat sich aufheben würde, vor der Anwendung aus der 
Gleichung verschwinden. 



§. 3. Analytische Entwickelung der flatiptbedingungfsgleichung fhr 
die von den Quadraten der sturenden Krfifte abhängigen Glieder. 

Beweis zweier Sätze, die hei der Berechnung der von den Quadra 
teil der störenden Kräfte abhängigen Glieder angewandt werden. 

10. 

Die im §. 5(1) abgeleitete, und unter den Formen (80). (81) und 
(82) (1) aufgestellte Bedingungsgleichung wurde schon im §. 4 (II) zur 
Prüfung der Berechnung der Cocflicienten der von der ersten Potenz 
der Massen abhängigen Glieder angewandt , und wird auch weiter un- 
ten für die von den Quadraten und Produclen derselben abhängigen 
Glieder in Anwendung gebracht werden. In Bezug auf diese kommt 
der Umstand wesentlich in Betracht, dass die Berechnung der Störun- 
gen hier mit einer mittleren Bewegung ausgeführt wird , die von dem 
wahren Werthe derselben im Allgemeinen verschieden ist, und dass 
daraus eine Verbesserung der in der ersten Annäherung angewandten 
Werthe der Integrationsdivisoren entspringt, deren Berechnung im 
§. 5 (II) gezeigt wurde. Die hieraus entstehenden Glieder zweiler Ord- 
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nung müssen der eben erwähnten durch (80), (81) oder (82) (I) gege- 
benen Eni Wickelung noch hinzugefügt werden, da ohne dieselben der 
Bedingungsgleichung nicht vollständig würde Gnüge geleistet werden 
können. Ihre Berechnung ist schon im Art. 56(11) entwickelt worden, 
und wir könnten ohne Weiteres die dort erhaltenen Ausdrücke auch in 
der Bedingungsgleichung auwenden, allein für diese lassen sich die an- 
geführten Ausdrücke sehr vereinfachen, und diese Vereinfachung will 
ich zuerst entwickeln. Da ich mich an die Form (82) (I) halten werde, 
so wird zufolge dieser 

^ -I- 2r» = -I- 3f l — 2* *t 

m m » 

und da hieraus für die Störungen erster Ordnung 

hervorgeht, so folgt dass wenn man die in Rede stehende Verbesse- 
rung an die rechte Seite dieser Gleichung anbringen will , sie 

zum Ausdruck hat, wenn J überhaupt die vom Unterschied zwischen 
der der Rechnung zu Grunde gelegten , und der wahren mittleren Be- 
wegung herrührende Verbesserung bezeichnet. 

* • 

H. 

Sei nun Uberhaupt 

T wm Jf(i) sin (Ig ■+- (m )) ■+■ N(t) cos (fy + (♦,#)) 
wo ich der Kürze wegen das Zeichen für den Bogen (t— t» t— i 1 
(c'—cft) gewühlt, und auch, zur Abkürzung, das Summenzeichen, wel- 
ches der Strenge nach vor den Gliedern rechter Hand gehört, wegge- 
lassen habe. Der Index / kann hier, wie aus der Abhandlung (II) her- 
vorgeht, nur die drei VVerthe 0 und + 1 annehmen. Mullipliciren wii 
nun diesen Ausdruck von T mit de und integriren, so bekommen wir 
mit Anwendung der in diesen Abhandlungen allgemein eingeführten Be- 
zeichnungen 

IF = A-i-fc, cos ij +* a sin tj — -jjjjj- cos (/>? -h )\i')) + sin (//, + (i.i)) 

wo wie früher k k t cos /; k 3 sin r t die willkührliche Conslante ist. 
Hieraus ergiobt sich durch die Formell» 

T 
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mit wenig Mühe 

2, t,co« < -Mh..+i^^^(^-i- i ^ES!^,«i»(M") 

— *- ^co 8(i> .>-TJ;v" (-••••) 

wo die Summenzeichen sich auf / beziehen. Zufolge der Bemerkung 
des Art. 56 (II) müssen wir hier allenthalben, wo Integralionen vorge- 
kommen sind, bevor wir die Variation in Bezug auf den Unterschied 
der beiden Gattungen von mittlerer Bewegung nehmen können , das 
constante w 0 der Zähler von dem veränderlichen n der Nenner trennen. 
Wir müssen daher diese Ausdrücke erst wie folgt schreiben, 

^ « * + ^COB «+*,8iD e-^SjJjMj cos (i > 0+M t l' J^ v 8iü(M") 

— ri n 2 1\. — . '>,,.' ~ f l — ipr sin 

■ (in— in )(w — In— i n ) v ' 

und hieraus bekommen wir 

< y*._^_2 y = -Ä-*-^|A | co8« + ^aio#) 

+ ~ (<n-iVjiin-/n-,'n/ OS l , ' , i-- Ä 'ii w -,V).(,n-i»-rn') S,n l M ■ 

Nimmt man hievon die Variation in Bezug auf n, und setzt darauf 
» 0 =n, so wird augenscheinlich 

h dt n 

wo zufolge der Ableitung der vollständige Ausdruck von v, das ist der 
Ausdruck von v mit InbegrilT der Glieder, welche die willkührlichen 
Constanlen enthalten ungewandt werden muss. Es wird sich indess 
weiter unten zeigen, dass es gleichgültig ist. ob man das constante 
Glied des Ausdrucks von v mit zuzieht oder nicht. In der vorstehen- 
den Ableitung ist zwar keine specielle Rücksicht auf die in den Aus- 
drücken der vorstehenden Gleichung enthaltenen, mit ni ausserhalb 
der Sinus- und Cosinuszeichen mulliplicirlen, Glieder genommen wor- 
den, allein es ist leicht zu finden, dass man, um diese Gleichung zu 

erfüllen , auch diese Glieder von 2v mit ^ multipliciren muss. Unsere 
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im vor. Art. angeführte Bedingungsgleichung wird also in dem Falle wo 
der Berechnung der Störungen nicht von Anfang an der wahre Werth 
der mittleren Bewegung zu Grunde gelegt worden ist, 

2dv = d£+ - 2^*'-h lw± ( I ) 

wo 

Jn = (») — n 0 

ist. wenn (») den wahren, und Uberhaupt i» 0 den der Berechnung der 
Störungen untergelegten Werth der mittleren Bewegung bedeutet. In 
der so gestellten Bedingungsgleichung muss dagegen die im Art. 56 (II) 
erklärte Verbesserung der Integrationsdivisoren weggelassen werden. 

12. 

Der Beweis dieser Bedingungsgleichung ist in der Abhandlung (I) 
so allgemein wie möglich geführt , aber obgleich ich meine , dass sich 
gegen diesen Beweis nichts Gründliches einwenden lässt, so halte ich 
es doch nicht für undienlich auch durch eine allgemeine Entwickelung 
der Glieder dieser Gleichung zu zeigen, dass sie in der Thal für die 
von dem Quadrat der störenden Kraft abhängigen Glieder erfüllt wird. 
Es kann diese Entwickelung dienen um die innere Beschaffenheit die- 
ser Gleichung aufzudecken, und man kann daraus eine Hinweisuug 
schöpfen auf welche Theile der Rechnung man vorzugsweise seine 
Aufmerksamkeit wenden muss, wenn bei der Anwendung der Glei- 
chung auf numerisch berechnete Cocfßcienlen man hie und da zuerst 
eine Nichtübereinstimmung 6nden sollte, die auf begangene Rechnungs- 
fehler deutet. Es kann ferner die vorzunehmende analytische Ent- 
wickelung, wenn es noch nöthig wäre, zur Verificalion der in der Ab- 
handlung (II) entwickelten Theorie der willkuhrlichen Constanten die- 
nen. Denn es ist klar, dass die von diesen Constanten abhängigen 
Glieder nur der obigen Bedingungsgleichung gnügen können , wenn sie 
nach richtigen Grundsätzen in die Ausdrucke der Störungen einge- 
führt sind. 

Es ist leicht einzusehen, dass diese Bedingungsgleichung für je 
zwei beliebige Werthe des Index t statt finden muss , allein sie findet 
ausserdem auch für je zwei beliebige Werthe des Index » statt. Man 
braucht daher in der analytischen Entwickelung derselben überhaupt 
nur auf zwei Glieder von T und den übrigen davon abhängigen Functio- 



Digitized b'y Google 



102 P. A. Hansen, 

nen Rücksicht zu nehmen. Um Vollständigkeit in diese Kniwickelungen 
zu legen kann man sich mit den allgemeinen Ausdrücken dieser Glie- 
der nicht begnügen, sondern muss auf die Glieder, die in den Inte- 
grationen besondere Formen annehmen, besondere Rücksicht nehmen. 
Diese verschiedenen Gattungen von Gliedein sollen alle im Folgenden 
betrachtet werden , um aber die Ausdrücke nicht allzu lang werden 
zu lassen, sollen die verschiedenartigen Glieder nach und nach betrach- 
tet und substituirt werden. 

Zuvor werde ich zeigen , dass diese Bcdingungsgleichung für ihre 
analytische Entwickelung in vier Gleichungen zerlegt werden kann, von 
welchen drei so beschauen sind, dass sich ihre Entwickelung auf sehr 
kurze Weise ausfuhren lässl. Bei der Anwendung dieser Bedingungs- 
gleichung zur Controle numerisch berechneter Störungscocfflcicnlen 
kann diese Zerlegung bei der Aufsuchung von Rechnungsfehlern zuwei- 
len mit Nutzen angewandt werden. 

13. 

Da für die Störungen zweiter Ordnung 



ist, so wird die Bedingungsgleichung (1) zuerst 

(2) 0 =^W 0 -/(4p) *— _2.(*-d£ + ~) + /?=0 

wenn wir zur Abkürzung 

(») Mf)^-/KW)Mü^K* 

setzen. Zufolge der Artt. 43 und 47(1) ist, wenn wir von den Glie- 
dern, welche die Breitenslörungen und die von den Producten der 
Massen abhängigen Störungen enthalten , absehen 



i i and 3 



r 

WO 



a f d T\ T aesint 
A =U)- T -T- 



I 



Methode zur Berechnung der absolut. Störungen der el. Planeten. 1 03 

i 

c = 2|r-i-Ä'-i-f| 

A' = (£) - f^fi 

n = v 

ist, und alle Bezeichnungen dieselben sind wie in §. 5(1). Da aber, 
wie leicht einzusehen, 

(£) = (5) + 

isl , so folgl sogleich aus den vorstehenden Ausdrucken dass auch 
ist, und wir erhalten demnach 

*W© ! r*+/|*f , + W|* 

Substituten wir diesen Ausdruck in die Bedingungsgleichung (2), so 
wird sie \_ 

u. 

Sei nun 

dP A an&x dp p dJf t A dtf v 

<U = A r ~' d7= V *'; * = L( >V * = A > (*) 

woraus zufolge der im vor. Art. angeführten Ausdrucke 

W 0 = P+Q-hM + N 
folgt, dann findet die Bedingungsgleichung für jede der vier Functio- 
nen /' Q, M, N abgosonderl statt, oder wenn man die vorstehenden 
Ausdrucke in die am Ende des vor. Art. gefundene Gleichung substi- 
tuirt , so wird für sich 

* -/(!)* -/*?*-• 
ö-M <—/*>■*-<> 

» -^*-/(|)^*-*(,-,* + f) + ji«o (5) 

deren Summe die angeführte Gleichung bildet. 

Um diese Gleichungen zu beweisen muss man sich jeden der Fac- 
toren, die sie enthalten, in unendliche Reihen von der Form entwickelt 
denken , die in den §§. 4 und 5 (II) angewandt wurde. Sei darauf aus 
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der Multiplication irgend eines Gliedes des Ausdrucks von mit ir- 

gond einem Gliede des Ausdrucks von A im Product das folgende 
Glied hervorgegangen 

so dass in Bezug auf dasselbe 

wird. Ich bemerke hiezu dass zwar in diesem sowohl wie in den übri- 
gen Producten für jedes Argument Glieder vorhanden sind , die * oder 
statt dessen nl ausserhalb der Sinus- und Cosinuszeichen enthalten, 
dass aber auch in Bezug auf jedes Argument Glieder vorkommen, die 
diesen Factor nicht enthalten, und dass diese letzteren im Allgemeinen 
die grösseren Glieder sind. Dass ich hier ausdrücklich das mit * multi- 
plicirte Glied betrachte, geschieht um den Beweis sogleich auf diese 
Gattung von Gliedern auszudehnen, indem der üebergang von diesen 
zu jenen einfacher ist, wie der entgegengesetzte Üebergang. Aus dem 
obigen Ausdruck folgt 

p - * i3{r • Z + V» + - ft+W> 

% = *(*»+(«•••')) ±-^2(h+m 

< ^ W-Q sin /• gx . « y, W-Q «in « 

Ittff *i=i=7t cos M ) + 7=7^7 2 (i-i-,»' oo* ) 

wo die Summationen sich wieder auf / beziehen, und daher nur die 
drei Werthe 0 und + i von / in sich begreifen. Diese Ausdrücke 
geben 

- /VdP\ . — ■ ZN(i-H a cos /- * , JN(i-l) sin ... 
(6) P - J(zj) * ™ + "T^fT * sin («■* ) + 7i-V^T cos (»•» ) 

Da nun das dem obigen Gliede von A — entsprechende Glied von 
2—1 notwendiger Weise 

Ä^ = ^iV(i-/).^(M') 
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ist, so ergicbt sich 
also 

Hiemit ist die erste der obigen vier Gleichungen, in welche wir die 
Bedingungsgleichung zerlegt haben, flir die mit « multiplicirlen Glieder 
bewiesen , und um den Beweis auch für die Glieder zu bekommen, die 
diesen Factor nicht enthalten braucht man nur in den vorstehenden In- 
tegralen die Glieder welche den Factor e nicht enthalten weg zu strei- 
chen, und in den übrigen den Factor e = 1 zu setzen. 

Da die zweite unserer drei Gleichungen der ersten eben bewiese- 
nen völlig ähnlich ist , so braucht der Beweis für diese nicht besonders 
geführt zu werden , und auch der Beweis der dritten Gleichung lasst 
sich aus den vorstehenden Entwickelungen leicht erhalten. Zu dem 
Ende bemerke ich dass Art. 42 (I) 

* - «b- {* t «» v — ) -<-+ [«• v- -) - < ] j CD 
+ T=F*«Mr— KS) 

und Ari. H (I) 

* 55? IT—) (") " 55? P » (f— ) ' (f) 

gesetzt wurde. Verwandelt man in diesen Ausdrücken o> in /* und q in 
r, so ergiebt sich die Gleichung 

X - - 2 T 

Nun ist aber wie im vor. Art. angeführt wurde 

C = 2(T-f- J+ T) 

also 

C = 0 

Nehmen wir nun an , dass nach der Entwicklung und der Multiplika- 
tion von C mit irgend ein Glied im Differential von M 

(«»+(«)) 

sei, dann ist in Folge der eben gefundenen Gleichung 
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und folglich zufolge der Gleichung (6), wenn wir darin M stall P 
schreiben 

W. Z. B. W. Auf dieselbe Art beweist man femer dass diese Gleichun- 
gen auch für die Glieder, in welchen t" = 0 und i i = 0 oder = + 1 ist, 
und deren Integrale eine andere Form annehmen, statt finden. 

Wir haben also im Folgenden blos die Gleichung (5) zu ent- 
wickeln. 

4 5. 

Wenn wir die Gleichung (5) ohne Weiteres der Entwicklung un- 
terwerfen wollten , so würden wir wegen der Divisoren r und r 2 die 
darin vorkommen auf unendliche Reiben geführt; diese können aber 
durch die folgende Umformung vermieden werden. DitFerenliiren wir 
den Ausdruck (3) für R, so ergiebt sich 

ü = ~dT- T ndz + { In ) T IT - ( d ,« ) 7 ndz 
aber es ist leicht einzusehen dass 

und 

ist ; da wir nun ferner auch 

drf« ddz r_ 

n dt — dt a 

haben , so wird nach der Substitution und der Kückinlegralion 
Substituirt man diesen Ausdruck in (5) , so ergiebt sich 

m » - M) * + /(¥) * *- H- * ) - 4 

in deren Entwickelung keine unendlichen Reihen innerhalb der einzel- 
nen Argumente vorkommen. 

16. 

Da wir nun zuerst die Ausdrücke erster Ordnung der Störungen 
haben müssen , so könnten wir die schon oben abgeleiteten benutzen, 
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allein um etwas mehr Einfachheit in die zu entwickelnden Formeln zu 
bringen , will ich hier 

T= (i- •» D(t) sin (l n + (m )) + (»• - .» E(i) cos (Itj -h (8) 

setzen , wo (i,t) dieselbe Bedeutung hat wie im Art. \ I . Den Factor 
i — ift habe ich hinzugefügt, damit er in den folgenden Ausdrücken im 
Nenner nicht vorkomme , und die Glieder dadurch etwas einfacher 
mache. Aus diesem Ausdruck von T bekommen wir zuerst die folgen- 
den allgemeinen Glieder 

W = - D(i) cos^m))* E(i) sin 
% = W = - 2D{i-l) cos -+■ XB{i—lj sin (m ) 
27D(»-() sin (i t t) + ^/£(>-/) cos (tfl 
, = i^co S (M)-i^sin(i,0 

die wir zuerst in die Bedingungsgleichung substituiren wollen. 

Nehmen wir irgend zwei Glieder der Entwickelung von X vor, 
und nennen sie 

X = A(/>) sin (fy-h (/>,/>')) B(p) cos (hj +(p,p')) 

+ A{q)8\n(hi+{q t q')) + B(q) cos(fy + {q,q')) (9) 

dann müssen wir diese mit den folgenden analogen Gliedern von v 
verbinden 

und es reicht bei der Multiplication aus im Product blos die mit den 
Argumenten ((/> + <?). (p ' + behafteten Glieder zu berücksichtigen' 
da hiemit schon die grösste Allgemeinheit erlangt ist. Multipliciren wir 
daher , substituiren in (4) , integriren , und setzen zur Abkürzung 

i = p±q; x =p'± q 

so bekommen wir 
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A{p)ZlD !q-l) 
q-q'p 

i — Blp)ZlE(g-t) 



v(( 9 !i7Z)!p-l] 



p-p,u 
B(9)27Sfp-J) 



4> 



P-P/4 / 

B( 9)J3D[p-/) 
P-P'f 

A<g)ZlE<p-Q \ 
p-p> 



sin 



uüd da hieraus 



, ^(p-i) 2U>;ff-i) 

• , .« • — 1 — 



+ 2 



und 



g(p-<n 
-ff ( 

(— v Bp-I) ZlElq-t) v 27Bfp-/)j 
l-*-^V-1-.>" * "9-9»" — ~ i-l=Vf > 

V B fp-fl 27D( 9 -i) y^ 1 «""- *H>(P-j)) 
' ,- 9 > "** ^ |i-/-i> ' P-P> 

[ ± - ottJt • - 9 - 9 7T ± - r-<-,> p-p> 



cos (i,t) 



sin (i.i') 



V MJp-J) Z7D( 9 -D v M( 9 -J) 
/7*V\ ,___,) «-'-^ ' 9~9> — ~ •'-<-•> P~P> 

«/W/ * — v Ifl(p-J) 21Ef?-l) v lB[q-t\ ZlB,p-t) 



v IB(p-I) X7D; 9 -I) 
i-i-i ;U 9-9 



y iB(9-t) 27ß'p-f) 
•-'-<>' P~PM 



, M(p-Q £lB!q-I) v li(9-J) iWip-J) 
± - ,-<-,> ' 9-9> ± ^ 7-J-i£ " P-P> / 



cos 



sin (t,t'j 



folgt , so ergiebt sich 



2-i4>p-t).27J3f9-t) 2-i(9-t).27Dfp-f) 
«-M (9~9» — (<-!» (p-p» 
23(9- 1) .27B(p -r) 
(i-<» (p-p/iP 

■TB 9-fl . ZlD'p-t) 
(•-•» (p-p» 



(<-•'» (9-9» 

■TB(p-t).27D(9-t) 
(•-<» (9-9» 



, Z A\p-l). ZlE'g-l) lA',g -l).Z lR[p-r\ 
— «-»(9-9» — «-<» (P-P» 



cos (i,t) 



sin (i,f ) 



Verwandeln wir aber in den Ausdrücken (8) und (9) y in « , so bekom- 
men wir wegen der oben gefundenen Gleichung X — — 2 T die Re- 
lationen 

j SA{% — 0 = — — / — I» D(i— 0 
f.2B(i — Q = - 1S{»— I— *»£(*— J) 

die für alle Argumente ohne Ausnahme gelten. Die vorstehende Glei- 
chung verwandelt sich dadurch in 



(40) 
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£(p-l -p'ft) Dfp-l) ■ ZID'q-t) £{q-l-g'f4)D[q-l) £lD{p-l) 
(i—i'fi} iq—q'ft) — ('—•'/*) ip—Pf) 



MD*-* 



2{p-l-p'u ) B(p-l) . £IBlq-D Zjq-l-qft) Elq-l) . ZlE[p-l) \ 

{<-,•» (q-q'f,) (i-ffi) (p-J>>) 

2Tp-f-p»D(p-t). J-/D( g -t) ,T(g-i-9»gfo-I) . .Z?P[p-t) 

(.•-,» (,-,» {,-,» (p-p>) 



ZUp-l-p'/,) D{p -r) 21E\q-Q , Z{q-l-g 'fi) P(g-l) . 27ÄJp-Q 
— {!-*>) (fl-«>) — «-•» (p-P>) " 



cos (m) 



sin (t.f) 



womit die beiden ersten Glieder der Bedingungsgleichung (7) ent- 
wickelt sind. 

18. 

Um das dritte Glied der Bedingungsgleichung zu entwickeln müs- 
sen wir aus dem Art. 1 6 die folgenden Ausdrücke entlehnen, 

( d £) = 2lD{p-l) ™ (MO + ZlE(p-l) cos(p.p') 
-+- 2lD[q—l) sin {q, q) H- 2lE(q—l) COS {q,q) 

s _ ZD(p-l) cos (p,p) + 2E{p—l) sin {p,p) 
- 20 (9—1) cos (</, 9 ') H- ZE(q—l) sin ( 9 , ? ') 

multipliciren wir diese mit einander und mit de und integriren . so er- 
hallen wir 



dt 



-i 









± 




ZE(q- 


-l).ZlB!p-r> 




2-Efp-i; . J7E(9-J) 










<-,> 




-l) . ZlD[p- 


■JL 


± 


. 2W{q-l) 




•-•> 




i-tft 


ZDlq- 


-D.ZlBlp- 






ZDip-l\ . ZlB(q-l) 













cos (i,t ) 



sin 



Aus dem Art. 1 6 folgt ferner 

coM?.?')-^^^ sin (,.,') 



2r 



q-qft * ' ' q—qfl 

ZlD'p-l) , ZlE>p-l) • / ' n 



wozu die Grösse — keinen Beitrat; bat liefern können , weil sie blos 
Function der willkührlichen Constanten ist, die hier noch nicht in Be- 
tracht gezogen werden.' Aus den vorstehenden Ausdrücken folgt 
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■g(g-|<-9 » P(9-l) • Zimp-r> ,T(p-|<-p»P( p-Q • £lD,g-D 

[p-p'ft) iq-q'/n) (p-p't*) (q-q'p) 

X ^(9-tl-g»g{ g -fr. ZlE(P-t) — Xp-jl-ptfEip-r) .ZlElg-t) 

~* (P~P>) (9-9» (P"P» ( ? - 9 » 

^(g-H-9»g(g-0^Pfp-0 + ^fp-H-p>}gfp-0.^7O(g-f) 



cos [ijF] 



— (p-p» (9-9» 



(p-p» :«?-«» 



-i| " w rf ~' n }sin(i.t') 

2-( 9 -t<- 9 >iP 9 -t; . 27ß(p-J) 2-(p-i<-p»Dp-t).^9-t) 
(P~P» (9-9» — IP-P» (9~9>J 

womit alle Glieder der Bedingungsgleichung entwickelt sind. 



1 9. 

Substituiren wir nun die im Vorhergehenden ausgeführten Ent- 
wicklungen in (7) und bringen alle Glieder auf einen und denselben 
Nenner, so bekommen wir 

0=(p~pV*)^(p-/-p»Z) lJ ,-/).2'/D(Y-/) ± (9-9»^(7-/-7»%-0 ■ 2tD(p— *) 
+(P -J»W (7 - 9» ma-Q ■ HDfr-f) ± (j. -p» ( ? - 9» 20 (p-l) . 
-(i-.»2T 9 -i/- 7 V,)D( 7 -/).2'/D(p-f; - (i-t>) ^-i/-p»Dfii-().ÄD(f-<) 
+ (p-p'f^p-l-pyßip-t . n Y£( 9 -/) _ v^-/_ 9 » . 21E(|>-/) 

+(l»-J»M (9-7» 5%-? • 5«(j»H) 7 (?-/>» (9~9» • ^(9-^ 

±{t-t» Nt 7 ~i/- 7 »%-/) . v/a>-/) ± (i-»»^-i/-p»%-i).^/%-r ; 

±(P ~P» (9-7» Ä(9-0 . HD (p-i) ± (p-p» (7-9» ^ (PH) • 2® fo-' 
+(i-»»2';7-i/-7»£:(9-/) - (,_, » Ntp-iZ-pV,)^-./). ^Dfo-J 

±{p-P»^>-/-p»%-0 ±IE{q-[) ±(9-7»^(9-'-9»ß;9- / ) • HEfp-J) 
+(p-/>»(9-7'»^(9-^; • ^(p-/)H-(p-p»(9-9»^(; , -0 • HEfa-J) 
-(i-t»^7-i/-7»/)(7-/) .HBfrHI + {»-*»^T;>-i/-p»0(p-/). 2fE(f-fl 

* 

Da die erste dieser beiden Gleichungen aus zwei abgesonderten ein- 
ander völlig ähnlichen Theilen besteht, von welchen der eine von den 
Z)- und der andere von den /s-Coefficienlen abhängt, so ist klar, dass 
sie in zwei Gleichungen zerfallen muss, und dass wenn die eine 
dieser identisch Null ist, die andere nothwendig auch identisch Null 
sein muss; es braucht daher nur gezeigt zu werden, dass die ersten 
sechs Glieder derselben einander aufheben. Zu dem Ende bemerke 
ich dass 
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»-*> =(/>-/>>) ± (7-9» 
ist. Substituirt man diese Werthe in das fünfte und sechste Glied der 
ersten Gleichung, so werden die ersten sechs Glieder derselben 

0=(/)-;j»iT>-/-; J »ö(;,-/). v/%-/) ± (g— /— ^JDfa— /) . StDfo-J) 
—(p-fWZD(r- j) • ±W{q-l) + (q-qft?ZD{q-rj.±'lD(p-l). 

+ (j,-p' fl )XlD{q-t) . ZlDif-l) ± {q-qfi) 2lD(q-l). SlDfa—l}. 

aber es ist auch 

2(p-l-p\u)D(j)-t) = (p- P ;4)ZD(p-l)-2lDj>-f) 
Z(q-l-W)D(q-t) = (7-o>) v%-/)- v/%-/) 

vermittelst welcher man sogleich erkennt, dass die vorstehende Glei- 
chung identisch Null ist. Es ist ferner 

£lp-tl-Pf')E(p-l) = (p-p>i)£(;>_/)-i v/E;>-/) 

und durch diese und die vorhergehenden verwandelt man leicht die 
zweite Gleichung in folgende, 

0=(p—p fl )X{p-l-p'ti)Elp-l).ZlD{q-t) + (o-</>) Xy-l-q'ft)E{q-l) . 27Zty-/) 
-(p-p'tf £E{ P -t) ■ ZWq-l) - (</-o» ? 2%-!) • Sfl>(p-f) 

±(p-p'ri 2iE{q-l) . 2*D(|>-0 ■+■ (<?-'/'.") Stß . 2«D(p-I) 

+ ip-p'tf ZDtp-tj . ±IEq-l) Hh ( q -.q' f tfyD(q-l; . v/j^,_/) 

+ (p-p fl )ZlD(q-[) . 2tB(p-l) ± (q-q^lWÜ-t) . ^/%-/) 

deren Identität auf dieselbe Weise erkannt wird wie die jener Gleichung. 

20. 

Im Vorhergehenden ist die Identität der Bedingungsgleichung für 
die allgemeine Form der darin zu subslituirenden Glieder entwickelt 
worden , aber zur Vcrvollstündiizunsr dieser Analyse sind noch die Glie- 
der zu betrachten, die durch die Integrationen andere Formen anneh- 
men, und sich daher in Bezug auf die allgemeine Form als Ausnahme- 
glieder gestalten. Solche entstehen scli6*n durch die Substitution der im 
Vorhergehenden betrachteten Glieder der allgemeinen Form, und diese 
wollen wir zuerst vornehmen. Wir könnten sie schon dadurch erhal- 
ten, dass wir in den vorhergehenden Ausdrücken . vor den Inlegra- 
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tionen p'=q', und nach einander ps=q und p=(/-M setzten, und da- 
bei die unteren Zeichen anwendeten, allein ich halte für Ubersicht- 
licher die Multiplicalionen von Neuem auszuführen. Da wir hiebei in 
dem Factor X den Index / von tj specialisiren müssen , so will ich für 
die Coeflicienten von X allgemein die Zeichen A(/,i) und ß(/,t), statt 
der oben angewandten A{i) und B(i) gebrauchen. Die von X in Betracht 
zu ziehenden Glieder sind nun 

X = A(0,p) sin [p,p') + B(0,p) cos (p,p) 

■+- i(— I ,p+ 1 ) sin (— 1 ,/0) B{— 1 ,p+ 1 ) cos (— q-H^-M ,f>')) 
+ .4(1 ,p— 1 )sin — 1 ß(1 1 ) cos (iy-l-(p— 1 ,;>')) 

-+- A(0,/)-l- 1 ) sin (/>-l- 1 ,p) -+- Ä(0,p-h 1 ) cos (p-f- 1 

■+■ ;t(— 1 ,/>H-2)sin (— ^+(^+2,/)')) -+- /?(— 1 ,p-h2) cos(— j ? H-(p-h2,p')) 
-h i(1 ,p) sin fe-f-(p,pj) -+- ß(1 ,p) cos (>/H-(f>,/0) 

die mit den folgenden von v verbunden werden müssen. 
Die Multiplicalion und Integration giebt leicht 

X , ÄlO.p) ZlEtp-l ) - B{0, p ) ZIP ( p-lj 

— i p-p> ' ■ 

,<(-<, p + <) Z IP ( p-Q + *(-«, p + <)Z7E(p-f) 
P~P> 

p-pm 

^(-«,p-H)Z7E (p-l) - B(-«,p+ i)ZW{p-l) 
P~P> 

*». ^«,p-l)Jg(p-0 - BM ,p -4)Z7D(p-i) i" f 
^ P~P> 



A{0,p+*)£lDip-t\ 4- B(0,p - H)2-tg >-t) 
P-P> 



COS t 

p+<-p> 

,<(O,p + l)Z7E(p-0 - fl(0,p+<)Z7D(p-l) 



I _ /rf( 0,p)27P(p+4-t) + B;0.p)Z7g(p-H-.Q 



_ P-PJ" 

■ ^o,p)Z7E(p-M- <) - B( 0,p) Z7D ( p + 1-/) 



;<(-«,p+»)ZlD(p-i) + B(-4,p+8),27E(p-t) 
p-p> 

J(«, p-<)27P(p+4-n + ßi 4 ,p -i)£lR[p+*-tl 
p+<-p> 



cos(— iy-r>2f) 
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A p + «) ZIR (p-i) - JM-l.p+2, 2.W (p-ti 
p-pu 

y|(<.p-<)2-<E p-H-Q-B «,p-4)2 ;/ ß(p4-<-0 J Si ° 



p+l-pju 

* (l.p) ZIP {p-p+B (l.p) 27* (p-ij 
p-p> 



I 
I 



, f sin J; 

p+i-p/T I 

j 

J,p+<)2ip(p+<-/i [ * C0S 
p-»-<-p> J 

und hieraus bekommt man mit Weglassung der constanten Glieder, und 
wenn man bedenkt, dass die Gleichungen (10), nachdem man erst 
p und p-f-1 statt /, und dann auf der linken Seite 0, — 1 und +1 statt / 
subslituirt hat, 

A {0,p) -M (— i ,p+ 1 ) +A [\ ,p - I ) = — %2{p — l — />> ) D (p— i) 
B (0,p) p+\)+B \,p — i) = -2X{p-l- p' fl ) E[p—l) 

A (O.p + 1 ) +A (— 1 , p-l-2) -M I , p) = —2 2 (p + 1 — / — />» D [p + 1 — / ) 

geben, 

iV— f(™-) dt = 4 ^tp-<-f»^(P- f ) ^ g (y-^--(P- < -P» g iP-'i ^ p:p-<) 
J\dn) i p-p> 

2 :,p+ » -j-p» d ;p-*-«-<).2-<X)(p-fn-2'(p-»-i-<-p'«.;Jg;p-n-<).27gp+«-/) 



i A{\.p)2lR (p-t) -B H.p! (p-Q 



* | . ^(-l,p+l)27E(p.H-f)-iK- 



p-p> 

Zlp-l -pn)D(p-l).£lD lp+i-l) +2(p-l-pfi)Blp-l,.ZlB(p+ 1-l) 

P+ * -P f* 

Z (p -H-l- p» Pp+l-0 2-<£ p-t)-2(p-H-<-p»g|p4-<-t).27D(p-<) 

P-P> 

I 2-(p -i-p» Dfp-/).2-tg(p-H-ij-2-(p-<-p» g(p-<).,Z7fl(p.H-<) | 
IT p+l-p> J 

Die constanten GUeder der Producte und Integrale müssen hier 
und in den weiter unten folgenden Entwicklungen weggelassen werden, 
weil sie nichts bedeuten können. Aus den constanten Gliedern der ße- 
dingungsgleichung (1) wurde nemlich in §. 5 {II) die Constante C des 
Ausdrucks für v abgeleitet, und wir könnten daher durch Zuziehung 
dieser Glieder hier höchstens die Glieder zweiler Ordnung dieser Con- 
stante wieder erhalten. Aber auch dieses lässl sich nicht erlangen , weil 
wir für die Gleichung (7) eine neue Integration vorgenommen haben, 
und wir könnten also nur die constanten Glieder benutzen, um die 
dieser Integration hinzuzufügende Constante zu bestimmen, wozu wieder 
der genannte Ausdruck für C mit benutzt werden müssle. 

i. RS. Gm. 4. WIM. VII. 8 



cos * 



Sin e 
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Es ist nun fei ner anzuwenden 
(^) = ZlD (f>— J) sin !p y p') -+- 2lE (p— r cos 



+ v/ß(p-H-/) sin [p+Irf + ZtEfjt+i- 1) cos(j>-M,p) 



n—^D COS (p.jO + 2» (p-/) sin(p.p') 



-^Z)(p-M— /) cos(/) + i,p') + 2.E(f)-*.1— /) sin(p-M.p') . 
woraus 

/(^)-~rff = i{ ±iDip-l).ZE(p-l)-±D(p-l).±W p-l)} t 

_ I :>J5{p-M— /).27Z)(p— /) + 2E(j»-M — l).2lE[p— 1)\ 

j vß(/) + 1— l).2'lE(p—l) — 2E{p+\-l).ZlD{p— 1)[ . 
* j+i-D (p—l).±W (p+ 1 -/) - S« (p-l), 2fD (p-M -/) | 8,0 * 

hervorgeht, ausserdem findet man leicht 



,! 



xtp-j/-p»flfp-i).xrp(p-n-i:^jr(p-i<-|i'ii)g( p -q.j - « p+<-*) 

(p-p>; (p+<-p>! 

4 - } f-p» P (p+< - g 27P ! p-< + 2" (p-H - t l-p'fij B{p+\ -l\.ZlE \p- 1) 



fj— p ii] 1 —p'u) 



cos f 



I 2-(p-t<-p» g p-t)- ZIP ip-H -li-2 ( p- 1 /-pV Pi p- t) 2-/g ( p+< | 
, ) <P-P/»i P+«-P» I • 

l tP-P>) (P+* -p>) j 

Substituirt man diese Entwicklungen in (7), so bekommt man die 

folgenden drei Gleichungen : 

0=S,p-l-pfi)D(p-t).SlE(p-l)-2(p-l-p'n)Eip-l).2lD(p-l) 
~(p-p'fi) 2D{p-l).2lE (p_/) + (p_p>,;, 2Eip-l) . SID (p-t) 

0=(p-H -p'n)2(p+\ -l-p'^)D[p^\-l).2lD{p-l)-{p-p' ( i)2{p-l--p'fi)D[p--l).2lD(p^\ -l) 
-Hp+l-p» (p-p'n)2D(p-l).2lD(p+\ -l)-(p+i -p'pi) (p-p' h )2D(p+* -l).SlD(p-l) 
-2(p-\l-p'p)D(p-l).2lD{p+l — l)-2(p+\-\l— p»ß(p+<— l).SlD(p—l) 
+ {p+i-p'ft)2(p+t-l-pft)E(p+i-l).2lE{p+\-l)-lp-pp)2(p-l-p'p)E(p-l).2lE{p+*-l] 
-Hp-M-p» (p-p»^(p-Z).^(p+1-Z)-(p+J-p' / u) {p-p'n)2E(p+{-i r 2lE(p-l) 
-S(p-il-p'fi)E{p-[).SlE{p-i-i-l)-2{p-i'i-il-p fi )E{p-¥^l).SlE(p-l) 

0 = (p+4-p>)2(p+<-Z-pV<)£(p+4-0.^(p-/) + (P-p>)^(p-/-pV)^(p-/).^/Z){p+t-^ 
-(p+<-pV)(p-p»^(p-/).^D(p-H-0-(p + <-p>) [p-p'n)2Elp+\-l).2lD{p-l) 
-4-2 (p- i *-p» J? (p-/) . 2M> (p+ 1 -0 -2 (p+ 1 - i l-p'n) E(p+\-l).2lD (p-l) 
-(p+l -p»2(p-H-/-p»Z>(p-M -l).2lE(p-ri-(p-p'n)2(p-l-p'tt)D(p-l\.2lE(p+l 
-Mp+I" -p'/i) (p-p'fi)2D (p-Z).2/£(p+4 -0+(p+t -P» (P~P>) 2D(p+i-l).2lE (p-l) 
- 2(p - * f-p » X) (p -/) . SIE (p+ 1 -/) +2 (p+ 4 - f /-p>) 0 (p-H -/) . (p - / ) 
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Die Identität der ersten dieser Gleichungen ist auf den ersten Blick 
zu erkennen, und die beiden andern stellen sich als spccielle Falle der 
beiden Gleichungen dar, auf welche wir im Art. 19 hingeführt wurden. 
Schreibt man nemlich in diesen 0 für t", 1 für t, p •+- 1 tur p, p für q 
und p für q, so verwandeln sie sich in die obigen. Der a. a.O. geführte 
Beweis der Identität der beiden dortigen Gleichungen erstreckt sich also 
auch auf die beiden letzten vorstehenden. 

22. 

Es kommen jetzt die Glieder in Betracht ( die von den Ausnahme- 
gliedern der ersten Ordnung entstehen, und zwar geben diese theils 
Glieder der allgemeinen Form , theils wieder Ausnahmeglieder. Um für 
diese Entwicklungen die Ausnahmeglieder erster Ordnung zu erhallen, 
will ich dieselbe Bezeichnung wie im §. 5 (II) anwenden, und dem- 
gemäss setzen 

T— — G(1.c)sin (— 9-ft-«) 

■j-H(O.t) — eH(0.s) cos (—?+*) 
— F(1,c)sin #— G(2.c) sin (— t]+2c) — ff(0.c)sin q 
+F(1 ,$) cos * + G (2.*) cos (—?+2«) + B(0.i) cos q 

welches die Glieder sind, aus welchen durch die Integrationen die 
Ausnahmeglieder, oder die Glieder, die von der allgemeinen Form ab- 
weichen, hervorgehen. 

In diesen Ausdruck von T habe ich bereits die Relationen ein- 
geführt, die zufolge der Gleichung (19) (II) zwischen dreien seiner Co- 
eßicienten statt finden. Wir bekommen hieraus , nachdem wir den In- 
tegralen die willkührlichen Constanten nach Anleitung des §. 5 (II) hin- 
zugefügt haben, 

Wwm k + G(\ .c) cos (— q-M) -I- k t cos t] 
+ ±H(0,8)e—eH{0.9) sin (— q+t) + *,sin tj 

+ F(1 .c) cos « •+• \ G (2.c) cos (— jy+2«) -hll (0.«} e cos >/ 
-f- F(1.*) sin e + iC(2.t) sin (— f/ -#-2*)— H(0.c)e sin »7 

W= |* + G(1.c)| +{H(0.s)s 

+ F(i.c)+iG(2,c) \ cos*-i- J/(0.*)*cos« 

-I- j *, + F(1 .#) + i G (2.*) | sin e - H (O.c) t sin * 

8* 
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eH{0.s) — |* f — *G(2.c)J sin« — H (0.9)9 sin * 
+ [*»— ±G(2.*)J cos« — H{0.c)e cos« 
* == C 0 — |/f(0.*)« — Ilfe,— *G(2.c) — ff{0.c)|cos« — (().«)« cos« 

- i jfc,— *G (2.«) — B(0.s) j sin « + 4 ff (O.c) « sin « 

— I-{i(M#+ |F(i.c)-i-G(2.c)H-ff(0.c)jcos« 

-h |F(1.«)H-G(2.«)H-fl(0.s)}sin« 

Da die im Art. 51 (11) mit Z 0 bezeichnete Grösse hier durch G(i.c) 
dargestellt wird , weil ich statt « sin « nicht nt sin « einfuhren werde, in- 
dem diese Einfuhrung die folgenden Entwickehingen zusammengesetzter 
machen würde, so wird hier 



Um die vorstehenden Ausdrucke abzukürzen , setze ich 



P(l.c) — F(1.c) + iG(2.c) 
P(1.«) = Ff1.«)-4-*G(2.«) 
/7(1.c) = F(1.c)-*- G[2.c) + H[0.c) 

/7(4.*)«F(M-#- G(2.«)+H(0.#) 

*,=*,+/>(<.*) 

A,=fc,+P(M 



( j-j ms — A, sin« ■+■ A, cos « 

-I- eH (0 . *) + j n{ 1 . c) — H (0 .<?) | si n « — | //( 1 . f) — H (0 . «) } cos « 

— H(0.s)e sin« — H (O.c) «cos« 

*ä C 0 — ^Ajcose — |AjSin« 

-f-i/7(4.c)cos«-4-i//(M sin« 

— jjy(O.t)« — 4tf(0.« N .fCos^-hiff(0.c)«sin« 

d -** = — Äf + //(I . c) cos « //(* . •) sin « — f Ä (0. •) « 

wird. Multiplicirt man nun den vorstehenden Ausdruck von W mit 
1 — e cos « , so ergiebt sich 



C 0 =— i(U+eJk i -*-3G(1.c)) 
= i (*H-e* t ) 



wodurch 



W = * + G(i.c) +A t cos« + A 1 sin* 

-I- jH(0.9)e+H (0. s) « cos « — //(O.c) * sin « 
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n = k + G (1. c) - f A, -|- fa-ek-eG (\.c) | cos e -h A, sin * - |A, cos 2« — f A, sin 2* 

+ (1 - .£) ff (0.«) Ä cos«- H{0.c)e sio , - 1 fl(0.*)« cos 2* 

-f--Jtf(O.c)« sin 2* 

und hieraus 

n<>z = G{\ . c) — { A,) « -h jA,— dfe — eG (1 . c) — #(0. c) J sin «— j A,— ( 1 — -^(O.«)) cos* 

— IIA, - i/7(0.c)|sin 2 f -h -J- {A s — i#(0 .») | cos 2* 
-h(l-^)fl(0.#)«sineH-Ä(0.c)* cos«-|ff(0.»)« sin 2* 

— {#(0.c)f cos 2* 

Elimimrt man aus dem ersten Gliede dieses Ausdrucks e durch die 
Gleichung *= nl -+- < in e 

so wird 

n<k=:(fc-l-G(M— — 0A,— #(0.c))sin«— Ja,— (i — £)#(<).«)} cos # 

- f jA,-ii?(0.c)Jsin2*+|-{A,— iÄ(0.«)}cos2* 
+ (l_^)ff(0.*)esin«H-Ä(0.c) f cos«-{jy(0*)« sin 2« 

— {£f(0.c)«cos it 

Zufolge des §. 5 (II) ist in dem mit nt multiplicirten Gliede dieses 
Ausdruckes der Coeflicient von / der Unterschied zwischen der wahren 
und der der Rechnung zu Grunde gelegten mittleren Bewegung während 
der Zeiteinheit , es wird also hier 

^=k+G(\.c)- J-A, 02) 
und den Entwickelungen ist in Verbindung damit der übrige Theil von ndz 
zu Grunde zu legen, nemlich 

ndz = j (1-^-^(0.0)1 sin jA,-(l - £)fl(0.«}) cos* 

_ L {A,-i H(0.c)\ sin 2« + f |A,-± H (0.*)j cos 2* 

+ (1 _ j')fl(0.*)e sin«+tf (O.c; « cos«— j tf(0.«)e sin 2«- -f £/(0.c)e cos 2c 

Da unsere zu entwickelnde Bedingungsgleichung (7) so gestellt ist, 
dass darin ^ statt ndz vorkommt, so müssen wir den dafür zu substi- 
tuirenden Ausdruck durch die Differentiation des vorstehenden erlangen. 
Differentiiren wir diesen zuerst nach #, so ist das Differential immer 
noch durch 1 — e cos e theilbar, und wir bekommen 
~ = yA,-*-A, cos«-+-A,sin# 

+ i£/(0. «)«•+•#(<).*)« cos« — H{0.c)e sin« 
für den im Folgenden anzuwendenden Ausdruck von ^ 
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24. 

Um die allzu grosse Ausdehnung der Formeln zu vermeiden, wollen 
wir die eben entwickelten Formeln wieder theilweise in die Bedingungs- 
gleichung Substituten, und zwar zuerst die von den willkuhrlichen COn- 
stanten unabhängigen Glieder derselben vornehmen und mit dem allge- 
meinen Gliede verbinden. Aber auch diese Glieder wollen wir zur Er- 
langung der möglichsten Kürze nicht sogleich vollständig aufnehmen, 
sondern davon die mit e multiplicirten Glieder vorläufig weglassen. Wir 
setzen daher jetzt mit Weglassung des zweiten allgemeinen Gliedes, 
welches nur Glieder derselben Form hervorbringen wurde, 

v = i c) cos e -+- i 77(1 . t) sin e -+- i cos (i,t) 

und bezeichnen die correspondirenden Glieder in X mit 
.X= — £ (4 .e) sin ( — i^-f-# ; 

H-A' v 0.« +B{i.s)cos( — tj+e) 
— A (1 . c) sin t — B (2.c) sin ( — *j-+-2*j — C[0.cj sin r t 
-+-A{\.8) cos*-4- B(t.s) cos(—jj-h2*)-l-C(0.*) cos 17 
+A(i) sin (fy+(M)) 
Zufolge der Bedingungsgleichung A = — 2T und der im vor. Art. 
eingeführten Bezeichnung erhalten wir hier speoiell 

/ ä(Q.t)+B[i.$)w* eH(0.s) 

13) Ail.c)-4-B(2.c)+C(0.c)ae— 2/7(1. c 

' A 1 *; +ßi« +£(<).•) — — 27/(1 .«) 

25. 

Multiplicirt man nun i> mit X, nimmt dabei blos auf die Producte 
der speciellen Glieder mit den allgemeinen Gliedern Rücksicht und in- 
legrirt, so ergiebt sich 

+ *| C(0.c) -tf(1 .c) ~ _*(*.,) j^rr^ 

. ( i ,-4 vXU»(l-*I— I) . aiA ,27D(iW) . v 2"JD((-/ + <) )sin(i,i*) 

*( v ; 1 — <— I.« ' ' 1— l/M * ' l + | l— l// 

+ 1 ! C«M +*(« ..)22|t» +*<*.., ^^jsÄ&gd» • 
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-i/7 ( 1.c){A(t-1)+A(i+1)} C0 - B f:^ 
i/7(i;*)M(«-1)-A(,+ 1)} 

und aus diesem Ausdruck ergiebt sieb leichl zuerst , dass 

H-i|A(0. Ä )H-Ä(1. Ä )|^^ si o(M') 

- \H{ \ c) S\A (i-l- 1) + A (t-#+ 1 }| c ^ 

- tfty . t) jr| A 1 ) - A 1 ) | 

wird. Wenden wir hierauf sowohl die allgemeinen Bedingungsglei- 
chungen (10) wie die speciellen Bedingungsgleichungen (13) an, so 
erhalten wir 

+ i n(i.c)\£(i-l-t-{f.)D(i-l-\)+Z(i-l+l-WD(i-l+i)\ 1 ^ 

-h T fl(0.«) T _^y sin(t.t) 

womit wieder die beiden ersten Glieder der Bedingungsgleichung (7) 
entwickelt sind. 

26. 

Für die Entwickelung der übrigen Glieder haben wir aus dem Vor- 
hergebenden 

(^)— eff(0.t) + f/7(1.c)— #(0.c)}sin*— 1/7(1.«)— Jf(0.«)|cos« 
+ (»-/) sin (U) 
= -^D(i-i) cos (t,i') 
rS± + ~ = -i/7(1 . c) cos f — i/7(1 .#) sin &z£dßj£!b* cog ^ 

2r- * /7(1.^cos«H-A7(1.«)sinfH-^^cos(i,t) 

woraus man leicht 
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-iJy(O.«)2'|D(t^i-1)^2 e ß(i-0+D(i-/H-1)|-^^ 
- ±ff (O.c) 2\D (,-/- 1 ) -Z) 1 ) | 

und 

+ ö{*i ..) ^fet^a-tw _ t=!±<gg±m j sin (i f) 

erhält. Substituirl man nun diese Enlvvickelungen in die Bedingungs- 
gleichung (7), reducirt, und nennt die linke Seite derselben B, so findet 
man, dass 

B +H(0.c) S\D (t — 1—4) —0 (»— /-M ) j 

-4Jf(0.f)^|D(f-^-l)+J>(i-^4)|^ 



In diesem Falle ist die Bedingungsgleichung also nicht identisch 
Null geworden, und die Glieder, welche im vorstehenden Ausdruck 
übrig geblieben sind, müssen im folgenden diejenigen erhalten, gegen 
welche sie sich aufheben. 



27. 

Gehen wir nun zu den Gliedern Uber, die mit t multiplicirl sind, 
und verbinden auch diese mit den allgemeinen Gliedern, so dürfen wir 
für das Product Xv setzen 

v = — jH(0.s)e — iH(0.s)t cos<H-l//(0.c)< sin* 

X= 4(»)sin(fy-l-(M)) 

■ 

da die Verbindung des allgemeinen Gliedes von v mit den obigen spe- 
cialen Gliedern von X keine mit f multiplicirten Glieder hervorbringen 
kann. Wir bekommen nun aus den vorstehenden Ausdrücken 
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zy-ig(o.«)|it(»-^ 

- i H{0.c)\A(i- 1 )-A(t+ 1 ) j ""g^ 
, _itf(0.,)iA(i-l)+2eil(,l+A(»+1))?^^ 
-ifl(0. C ){A(i-l)-^(,+1)j^M 

hieraus 

& -^(0.#)l*|i(f-^^+2ti(i-/)+l(i-(+<)| 2=gjl 

- i ff (0 . c) A (t-/- 1 )-A (,-/ + 1 ) | 
und nach Anwendung der Gleichungen (10) 

♦^{•.0)Jj{l-«-i-//«)J>(i-l-O-(W+i^#i)l»(*-i+O|i|?^ 

+ **(M*| {<-!- « -.»!>«-/- 1 ) i 
Für die übrigen Producte wird jetzt 
ßjjf) - _H(0.«) « sin « -H(0.c)e cos * + i7D (i-l) sin (t,f) 
^ — | H{0.s)e +H[0.s)e cos * — H{0.c)( sin * — 2D(i— /) cos (*,t) 
r-«l £ + ^ = - ifl(0.*)« cos * H- i//(0.c) «sin«-** '^"^ cos (tf) 
2* = — etf (0.«)«— H{0.t)e cos«+fl(0.c)« sine-l- ^§j=2 C os(m) 
und hieraus ergiebt sich 

+ 4H(o.c)21(/+1)/)(«-/-1)-(/-^)ß(»-/+^)|^i^ , 

+ i// (0.«)2' 1(1+4 ) D(i-l- 1 ) -MD (t-ft+ß- 1 ) D 1 )j 

. + i ff(0.c)^((/+1)I)(.--/-1)H/-<)ö(^+4)l £ ^ 

2,(„— ()A. + ^ Ä _ i Ä l 0.*)2 , JO(i-i~i)H-/>(»-/+1)^cos(M) 

-l- i W (O.c) 2' \D (t— /— 1 ; — D 1)| # sin (i.t'} 

-«//(O^^i^^-^cosW 
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Substituten wir diese Entwickelungen in (7) und nennen die linke 
Seite dieser Gleichung jetzt B, so erhallen wir 

ff- *H (0 .t) 2 \D(i-l- 1 ) + D 1 )] ^1 

-I- * (Ö.c) £\D (i-l- i)-D 1 ) | 

Vergleicht man dieses Resultat mit dem des vorhergehenden Ar- 
tikels, so findet man B-hB'= 0 

Die Bedingungsgleichung (7) ist also auch für die Summe der in diesem 
und dem vor. Art. berücksichtigten unregelmässigen Glieder identisch 
Null. 

28. 

Um diese Entwickelungen zu vervollständigen, müssen wir auch 
die Glieder betrachten, die aus den Producten der unregelmässigen 
Glieder in einander entstehen. Sei daher jetzt 

v= */7(1.c) cos« + i 77(1.«) sin f 

— f/i(0.*)« — ±ff(0.«)e cos«-l-±//(0.c)« sin* 

X= — B(\ .c) sin ( — ij-f-e) 

+ A(0.t) +Ä(1.t)cos(— iy+it) 
-A{\ .c) sin « - B (2.c) sin (— 9 4-ftt) - C(0.c) sin i? 
H- A (1 .«) cos« ■+• B (2.«) cos (—»7+2«) -+- C(0.*) cos 

woraus 



cos« 



-fr 77(1 .c)— 77(1 .«) [fi (0. B(i .«)] 
-77 (0.8)[iA(0.g)^B[\ .$)*iA{i .*)+- s *ß(2.*)]+ T VÄ(0.c)/i(1 .c) 
77(1 .c) [ iA(1 c)+i6 , (0.c)]-77(1 .«) [± A(0.«)+ T * r Ä(2.»)+iC(0 

j om[4'(M+*«<^'*"(4-WM L n « 

|+77(0.*)[^/i(1.c)+fA(1.c)+47^^^ 

77(1 .c) .«)+ i y?(2.«)+±C(0.«)]+77(1 .*) [i A{< .cj+y, Ä(2.c)+iC(0 

i77(1.c)A{1.*)-l-77(<.*)i4(1.cJ 

-Zi(0.*)[f/i(l.c^iÄ(2.c)-iC(0.c)]+7/(0.c)[iÄ(8.t)-iC(a.t)] h 



cos 2* 



• c )ll a 

4""* 
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f cos # 



U/I(\.c)B(i.8)-iri(i.8)B{i.c) ■ 1 

" (0.«) [| B(i .c)+ .c)+-f 7/(2.c)]-/f (O.c) [iA(0.«)+iÄ(1 .•)] f 
- {//(0.*)[±A(1 .cJ+TV^a.^+iqO.cJj+^O.c)]^! .*)+TVß(2.*)+iC(0.«)]} « cos 2e 



\tn[\.c)B{i.e)+tn{i.t)B(i.$) 

\-H{0.s) [\A (0.t)++B{i .s)+iA{i .*)+f Ä(2.«)]+i/J (O.c)B(l .c) ; 



I' • 
>« Sil 



- {ff (0.«) [ii4(1.«)+-,VB(2.«)+iC(0.*)i-ir(0.c) .c)+TV/i(2.c)+i-C(0.c)]}«6in2« 
-{if(0.«)[{l(0.t)+iA(1.f)]+ilf (O.c) 4(1. c)}«' 
-{//(0.*)[iß(1.«)-i-fC(0.«)]+-iff(0.c)Ä{l.c)}«'cos« 

- {ff(0.«)[lfi(1.c)-TC(0.c)]-iif(0.c)Ä(1.«)}«*siii# • 



li/7(1.c)ß(1.c) + i/7(1.,)/?(1. Ä ) I 
1+Ä (O.f) [tVB(I .•) + *B(2.ff) •+- C(0.#)] ■+■ tV#(0.c) /J(1 .c) | 



-/7(1.c)[Vrß(^c)-iC(0.c)]+//(1.*)[Vrß(2.*)-i|, , _ 



I 



Sin « 



« cos< 



7/(0.,) [ 1+r ß(2. Ä )-V l rC(0. Ä )]-ff(0.c) [^(2 
—1 77(1 .c)/i (1 . f) H- i/7 (1 . «} B (1 . c) 

+//(0.«) .c) - ?Ä(2.c) -4 C(O.c)] - ^ff (O.c) B{i .«) 

//(1.c)[V r Ä(2.«)-iC(0.*)]H-/7(1.*)[V r ß(2.c)-iC(0.c)]| . n2e 
+^(0.*)[ T frÄ(2.«)-AC(0.c)]+lf(0.c)[ 1 t T Ä(«.«)-AC(0.*)]| 

|— ±77(1 .c) [B(8.f) + C(0.«)] -h ±77(1 .ff) [ß (2.c) -+- C(O.c)] 
|+Jf(0.«)[— .c)—iB(2.c)+iC(0.c)]+ir(0.c)[iB(2.f)—^C(0.«)] 

i 77(1. c)ß(1.*) — ±7/(1. *)/i(1.c) 
' +7/(0.«) [— \B{\ . c)+ j B(2.c)h-4C(0.c)] + |//(0.c)Ä (1 .*) 

{//(0.«) [Vrß(2.c) - iC(O.c)] + //(0.c) [^,l)i-iC(0.l]{ } « cos 2* 

*17(M*(M+ii7<4.#)B(M * L 8i 

4-7/(0.*) [|B(4.t) + J B(2.t) -h C(0.#)]+*fl(0.«)*(M ) 

-I- {77(0.«) [-AÄ(M — iC(0.«)] — //(O.c). [tV//(2.c) — iC(O.c)] } * sin 2* 

+ {7/(0.«) [fÄ(1.#) + iB(«..#)' + iC(0.f)]H-Ä(0.e)[iB(2.e)+*C(0.c)]}« t 

— {fl(0. *) [i B(1 . ff) -f- 4 ' C(0.«)] + * Jl (O.c) ß(1 . c) } f» cos e 

-{//(0.*)[i/i(1.c)- 4 'C(0.c)]-|7/(0.c)//(1.«)}e s sinf 

hervorgeht. Mit Zuziehung der Gleichungen (1 3) ergiebt sich hieraus 
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y -/(D*»- 1 ±H(0.s)I7(\.s) - f 77(0.«)77(0.«) j cos . 

j - i/7(1 . C )/7(1 . c) + *ws . «)77(1 . •) j 
|-l-±tf(0.«)77(1.«) — iü(0.c)77{1.c)| 

— | y77(0.«)77(1 . c) — T 77(0.c)77(0.«) \ sin « 

— j i77(1 .c)77(1 .«) + i77(0.«)77(1 .c) 4-^/7(0. c)77(1 .«)} sin 2« 
+ j «77(0.«)77(1 .c) — tH{0.c)H{0.s) \ « cos « 

•+■ ji77(0.«)77(1.c) + ±77(0.0)77(1.«) | « cos 2* 

— | *77(0.«)tf(0.«) — e77(0.«)77(1 .*) | e sin * 
-I- j ±77(0.«)77ri .#) — *77(0.c)77(1 .c) } « sin 2« 

— { ?i/(0.*) ff(0.#) - i77(0.«)77(1 .«) - f77(0.c}77(1 . c) 1 «* 

Die Factoren der übrigen Producte sind jetzt 

(^) = «77(0.«) -l- (77(1. c) —77(0. c)} sin*— {77(1 «)— 77(0.«) | cos* 

— 77(0.«)« sin« — 77(0.«)« cos* 

^ = |77(0.«)«-|- 77(0.«)«cos« — 77(0.c)«sin« 

( v ~ d J i+ T ! ) = -^ /7 ( 1 - c ) cos«— ±77(1.«) sin* 

— ±77(0.*)« cos«-hi77(0.c)« sin« 

2v = 77(1. c) cos «-1-77(1.«) sin« 

— e77(0.«)« —77(0.«)« cos« H- 77(0.c)« sin « 

und diese geben 

ds=* — |f7i(0.«)77(1.«) - f 77(0.«) 77(0.«) } cos« 

- ji77(0.«)77(1 .«) - i77(0.c)77(1 x) j cos 2« 
-h |i77(0.«)77(1 je) - Y 77(0.«) 77(0.c) ( sin « 
■+• | i77(0.«)77(1 .c) + ±77(0.c) 77(1 . «) j sin 2« 

- |f 77(0.«)77(1.c) - T 77(0.«)77(0.c) | « cos« 

— ji77(0.«;77(1 .c) ■+■ ±77(0.c) 77(1 . «) j « cos 2« 

— |t/J(0.«}77(1 .«) — f 77(0.«) 77(0.*) j « sin « 
- 1 i77(0.«)77(1 .«) — *7i (0.c)77(1 .c) \ « sin 2« 

_ ±77(0.«)77(1.«)+i/J(0.c)77(1.c) I , 

— ±(1 H-e*)77(0.«)77(0.*) — ±77(0.c) 77(0.c) i * 
+ 477(0.«) 77(0.«)*' cos* 

■4- j ±77(0.«) 77(0.«) — ±77(0.c) 77 O.c) | «' cos 2* 

— ffl(0.«)77(0.c)* l sin* 

- i77(0.«)77(0.c)« , sin2* 
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2 p + ^) = - \\ri{\ .c)n{\ . c) - \n{i .$) n{\ . *) j cos 2* 

- i/7(1.c)/7(1.«)sin2e 
-HtÄ(0.*)/Z(1.c)«cos* 
+ -fff(0.«)//(*.«)« sin« 

^-|iiy(o.*)iy(o.«)^-i£r(o.c)ff(o.c)}* , 

-hfÄ(0.«)H(0.*)«*cos# 

(0.*) II {0.8) - +H{0.c) H{0.c) j «* cos 2* 
-^tf(0.«)ff(0.c)*>sin* 

- iff(0.#;Ä(0.c)«'sin2e 

Substituirt man diese Entwicklungen in die Bedingungsgleichung (7), 
so wird sie wieder identisch Null, und hiemit sind alle Combinationen 
derjenigen Glieder, welche die willkührlichen Constanten nicht enthalten, 
in Betracht gezogen. 

In Bezug auf die zuletzt entwickelte Combination ist zu bemerken, 
dass zufolge der Erklärung des Art. 20 auch die hier in den Integralen 
und Producten entstandenen constanten Glieder ausser Betracht gelassen 
werden mussten. 

29. 

Gehen wir jetzt zu den Gliedern über, die von den willkührlichen 
Constanten abhangen, und verbinden sie zuerst mit den allgemeinen 
Gliedern , dann müssen wir um Xv zu erhalten, 
v =C 0 — ^Ajcosf — ^A,sin« 
X=A(t)sin(^+(,-.i')) 
setzen , und erhalten damit 

^=- C o^cos(i,-|.(M')) 

+ iSfc |ii(i-1)-M(,--M)j cos(/^(m)) 
-^iA(i^1)-A(<+l))sm(^(Ml) 
woraus nach Berücksichtigung der Gleichuugen (10) 
*~M )^=2C 0 ^'7^ ( tdü COS(M) 

- 4 -±k Jl(t-/- 1 _»D(,-J_ 1)h-(.-/-H - ,»D(»-i+1)jcos(M') 
■+- £fc i— 1 /_ 1 4 —»»/)(«— )|sin (i.O 

hervorgeht. Kör die übrigen Prodncte wird in diesem Falle 
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) = — sin e -+- cos f 2M)(t — /) sin 
d £ = -l-AjCOSfH-^sin e _2f>(f— I) cos (u 

+ (C 0 +K+ f)-iX t cos t—*J, sin t + £!ti£^-!) cos (,>••; 
2p = 2C 0 - cos s - A, sin * H- ^ggjf2 C os (m) 
und hiemit wird 

- (l+i)Dii-l- 1 ) - (/ - 1 1 ) } sin (i.t) 

2„ (p-d ± -h •£) - 2C 0 (t-l) cos (m ) 

— i A, 2 | D [i—l— \) + D 1 ) } cos [ijt; 

—4.^jO(i—|— 4) — D C* — l-f- 1 ) | sin (i,»') 

erhalten. Substituirt man diese EntWickelungen in (7). so folgt daraus. 

sein muss. Die Ausdrücke (11) und (12) geben zu dem Ende 

2C 0 = - J/c- J*, — C(4.c) 

*+<?(*.c)-t*, 

woraus in der Thal 

(14) 2C 0 -hA' + ^+f;, = 0 

folgt. Die Bedingungsgleichung (7) wird also auch für diese Glieder 
identisch Null. 

30. 

Combiniren wir jetzt die von den willkührlichen Constanlen ab- 
hangigen Glieder mit den unregelmäßigen und von diesen Constanten 
unabhängigen Gliedern, so wird für Xv 
v ==C 0 — i^cos* — ^AjSin# 
X = — B{\ .c) sin ( — jy-f-*) 

+.4(0.«) -hß(1.*)cos(— rj-he) 
— 4(1. c) sine— ß(2.c) sin (•— jyH-2«)-|-C(0.c) sin tj 
-M(1 .*) cos e+B(2.g) cos (— ^-|-2f)-|-C(0.«) cos 17 
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woraus 

1 C 9 A(i.c) + 4-A,/4(0.*)} cos* 
H- | i C 0 B(2.c) — iA,Ä(1.c)-H-A,fl(1.8)Jcos(— jy+2«) 
+ j C 0 ^(1.*)— ^^yl(0.*}|sin« 
■+. j i C 0 ß(2.«) — i A,ß(1.8)— - r A,0(1.c)}sin(-i7-l-2«) 

— | i a, ^(1 -c) — i A,.4(1 .«) } cos 2« 

— {-rV*, ß(2.c) -^^(2.,)! co8(-^+3#) 

— |i A, 6' (O.c) — ± Ä, C(0.«) j cos (jyH-e) 

— j -J- A t A (1 .9) •+• | A, A(1 .c) | sin 2« 

— |M *0M B(2.c) j sin(— ? +3#) 

— j i A, C (0.8) + i A, C (O.c) | sin fa+e) 

-+- j C o il(0.*) — iA,il(l.8}+-^il(1.c)(« 

-h * l7 0 C(0.*)~ i-AjÄ^.^-t-i^JBil.cJlecÖs»/ 



C 0 C(O.c) -h f A, B (I .c)H-iA,Ä(1 .«) | « sin 



und 

A' — / (~) de=\- 2C 0 /7(1 .c) -i-f A, H (0.«) | cos « 

4-| ^^//(l.c) — iA,/7(1.«)icos2 P 

-f- }— 26 , 0 77(1.8)— ^A, B(0.8)\ sin« 

-h | 1 A,/7(1 .«) -Hi V 7 ^ c ) I sin ie 

-+- | «C„ff(ö.«)+|V^-<)-T^O-c)l« 
hervorgeht. Für die übrigen Producte ist jetzt 

(?) A, sin « -*-A, cos * 

-l- eff(0.*) -h (17(1 .c)-//(0.c)jsin « - {77(1 .t)-tf(0.j)jco« « 

— 11(0.8)« sin * —//(O.c)« cos« 

^ = f ^-l-AjCOSf-hAjSin« 

-l--f ^(0 «)« +Z/(0.8)« cos«— //(O.c)« sin« 

,-^ + ^ = (C 0+ Ä + ^) -Hcos«-JA,sin« 

— i 77 (1 .c) cos « — i77(1 .8) sin « 

— i//(0.8)« cos « -K//(0.c) « sin « 
2 v sä 2C 0 — A, cos e — A, sin « 

•+■ 77(1 .c) cos e 77(1 .s) sin « 

-l- 8/7(0.8) e +H (0.8)8 cos « — ff (O.c) « sin « 
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und mit diesen Werthen erhalten wir 

Aw) TT * ~ ~ «W WIM i cos < 

— i {A,/7(1 .c)— V7(1 .«) j cos 2* 

— ^(//(I.»)— #{0.s)jsinf 

— i |A,/7(1 .«)•+■ -c) \ sin 2« 

— i |^[/7(1 .*) —(I H-e«) H{0.8)) — A,[/7(< .c)— (0.c)]j * 
+ eA, ff (0.*)« cos« 

+ 4 ff(0.#)-l-Ä s lf{0.o) j e cos 2« 

— -^-| (O.cr) — 51,11(0.»)] «sin* 

— i { A, //(O.c)— A^O.*) ] * sin 2f 

+ j -e(C 0 +K+ ^) ff(<U) +^11(0.*) - 4;A,/i(0.«) j e 
-(2C 0 +Ä-h £ - |A,) 77(0.*), cos f 

+ i A, 77 (0.*)-4-V/(0.c) I * cos Äf 
+ j (2C 0 H-K-h 7f (O.c) H-| A,/i(0.«) J < sin e 
-±|A,77(0.c)--A,7/(0.«) | f sin 2* 
Substituirt man diese in (7) , so findet man 

0 = - (2C 0 +K+ £ + -f A,) 77(1 .c) cos e 

— (2C 0 +K+ £ + {X t ) a(\ . t) sin t 
+e(2C 9 +K+ f ■+- -fA,) 77(0.«) * 

+ (2C 0 +X+ £ -h | A,) 7/(0.*) «cos * 

— (2C 0 -l-ÄH-^ , + |A 1 )//{0.c)«sinf 

wo wieder jeder Coefficient vermöge der Gleichung (14) identisch 
Null ist. 

34. 

Wir haben, um alle Galtungen von Gliedern zu erschöpfen, nun 
nur noch die von den willkührlichen Constanlen abhängigen Glieder mit 
den ahnlichen zu verbinden , und für diese Combinationen ist sogleich 
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wird, da X die willkürlichen Constanten nicht enthalt. Für die übrigen 
Producte wird jetzt 

(^) = — A, sin* +A, cos* 

*• + £ = (c 0 + K -h - 1 A, cos ^ - M 3 «o * 

2 r = 2C 0 — cos « — A s sin f 

wodurch 

/(t?) X * - T*J °°" + tM»*° - +il A f"M !cos fe+HA, sin & 

2 v ( y _^_N + ^) = -(2C 0 + Ä'H-^)A l cos«-(2C 0 +Ä + ^)A,sin« 

+ i|AJ— A»|cos 2* + iA t A,sin 2« 

wird. Die Substitution dieser Ausdrücke in (7) führt auf die Gleichung 

0 = (2C 0 +Ä+ £ + A, cos « ■+■ (2C 0 + JfH- £ |A t ) A, sin * 

die sich wieder vermöge (14) als identisch Null erweist. Also die 
Gleichung (7) ist für je zwei Gattungen der darin vorkommenden Glieder 
identisch Null. 

32. 

Ich werde jetzt noch zwei Sätze beweisen, die bei der Berechnung 
der von den Quadraten der störenden Krüfte abhängigen Glieder in 
Betracht kommen. 

»In der Ent Wickelung der Function 

(d*W\ andx fdW\ amfj ae sin e 
WJ- VäjJ-r ^ 

nach den Cosinussen und Sinussen der Vielfachen von e 
ist das e* oder n'<* proportionale Glied Null.« 

Das genannte Glied kann nur aus der Multiplication der in den 
Factoren bereits mit * oder nt multiplicirten Glieder mit einander ent- 
stehen, und aus dem Art. 23 folgt, dass diese die folgenden sind, 

(^f) == - J/(0.*)fsin* - //(O.c)*cos« 

(^T) = — #(0.s)fcosf -|- tf(0.c)«sin* 

ndz ==(l— y)//;0.*jt sinf H- H[0.c)fcose 

— J //(0.*}f sin 2, — -Jif(<U)« cos 2s 

Akbmdi. d. K. S. Ges. d.Wüi. VII. 0 
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und hieraus folgt, wenn wir in den Producteu die Glieder weglassen, 
die auf keinen Fall in der oben genannten Function ein e 2 proportionales 
Glied hervorbringen können, 

(^?) mfc = -tf(O.s) (tf O.c) | £ + ( I — £) cos 2< -|cos 3« j «« 
»<fc = -Ä(0.#) //(O.c) j (l — sin 2< — f sin 3* J «' 

Aus der mehrmals angewandten Reihe 

cos <p = 1 +2/? cos t -+■ cos 2# 2{P cos 3* -h . . 

wo /?=tg|y ist. folgt 

^Ijü cos y «« 2/J ein f + sin 2f -h 6^ sin 3 f + . . 
und hiemit wird 

(~i r W\ cmS* /dW\ qnJi o« sin * 

wenn wir blos auf das t? proportionale Glied Rücksicht nehmen. Dem 
obigen Satze zufolge muss also 

f-^(«-T>-^f-° 

sein ; es ist aber _ u 

substiluirl man diesen Werth , so wird 

W. Z.B.W. 

33. 

»In der Entwickelung der im §. 1 (!) mit r bezeich ne len 
Function sind keine mit f* oder fi*f* muh iplicirtc Glieder 
vorhanden.« 

Aus der Gleichung (23) (I) folgt leicht, dass 

Icos^cosi a 'cos« '„ \d7.) 

ist, und aus diesem Ausdruck giebt sich sogleich zuerkennen, dass, 
wenn in /' Glieder vorhanden sind , die mit * ! oder f s multiplicirt sind, 
diese sich noth wendig auf ein * s oder /'proportionales Glied beschränken 
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müssen. Der Beweis des obigen Salzes reducirt sich also auf den Be- 
weis, dass in dr kein * oder t proportionales Glied vorhanden ist, und 
ein solches kann nur aus den im Ausdruck von - "* befindlichen mit # 
multiplicirten Gliedern entstehen, da im Ausdruck von «*( dZ ") keine 
solche Glieder vorhanden sind. 

Aus dem §.ö (II) erhalten wir mit bioser Rücksicht auf diese Glieder 
^— = — e V(0.s) ( — V(0 .c) f sin e — V(0.s) * cos * 

multipliciren wir diese mit dem Ausdruck 1 — e cos* von so ergiebl sich 
^ = - v V(0.«) e - V{0.c)e sin e -h (1 H-c*) F(0.*) * cos i 
+ |V(0.c)f sin 2*— -f F(0.«)ecos2* 

Selzen wir nun, ebenfalls in den im §. 5 (II) angewandlen Bezeichnungen, 
ö Vsf) = +d(0.c) -t-d(\.s) sin«-l-</(1.c)cos* 

-K/(2.*) sin 2* -|- d{2.c) cos 2« 

so haben wir in dieser Function alle Glieder aufgenommen , die durch 
Multiplicalion mit dem vorhergehenden Ausdruck in dr Glieder hervor- 
bringen können, die e proportional sind. Nach der Ausführung der Mul- 
tiplicalion werden diese Glieder 

2£costcos? = -V(0.«) \'{d{0.c)-^d(\.c) + ± d(Z.c)\t 

+ V(0.c)j-ld(l«)+i-d(2. Ä )j 4 

Aber die Gleichungen (28) (II) geben 

V{0.c) = yd(O.c) -i±^d(|.c) + |d(2.c) 

V{0.s) id(M-t-fd(2.*) 

durch deren Substitution der vorstehende Ausdnick sogleich 

wird. W. Z. B.W. 

Dieser Satz ergänzt die in §.7 (II) in Bezug auf die Säcularündcrung 
der mittleren Lange bewiesenen Sülze, denn wenn in JTein dem Quadrat 
der Zeit proportionales Glied vorkäme, so würde dasselbe auf die Sü- 
cularänderung der mittleren Lünge eine Mitwirkung äussern, da Tin 
der Reduction der Utngc in der Bahn auf die Fundamentalebene, ver- 
möge der Gleichungen (21) (1), enthalten ist. 

9« 
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§. 4. Eni Wickelung der Ilülfsgrossen ftlr die Berechnung der vom 
Quadrat der störenden Masse abhfingigeu Glieder, nebst 
Anwendung auf die Egeria. 



34. 

Für die Leingenstörungen ist zuerst der im Arl. 43 (I) abgeleitete 
Ausdruck für zu entwickeln, in welchem jedoch auf zwei von dem 
Unterschiede zwischen dem der Rechnung zu Grunde gelegten oscu- 
lircnden Werlhe der mittleren Bewegung und dem wahren Werthe der- 
selben herrührenden Glieder noch keine Rücksicht genommen worden 
ist. Das eine dieser Glieder, welches in der Wirkung besteht, die der 
genannte Unterschied der mittleren Bewegungen auf die Integralions- 
divisoren ausübt, ist schon im Art. 56 (II) vollständig entwickelt, und 
braucht daher in d '^— nicht besonders aufgenommen zu werden, das 
andere aus derselben Ursache entstehende Glied verursacht eine kleine 
Veränderung in der im Art. 74 (I) eingeführten und mit X bezeichneten 
Grosse, die vom Verhülloiss « der mittleren Bewegungen abhängt. 
Dieses Glied muss der Vollständigkeit wegen mit aufgenommen werden 
und ist leicht zu berücksichtigen, denn wenn wir T in der Bedeutung 
des §. 5 (I) wieder aufnehmen, so ist es augenscheinlich =c (^jj-)<tt. 
Betrachten wir daher nur fürerst das Quadrat der störenden Kraft, so 
wird der Eingangs angezogene Ausdruck 

welcher auf die einfachste Weise dadurch numerisch entwickelt wird, 
dass man die Entwicklungen von A, B, etc. mit den in der Ab- 
handlung (11) mit Rücksicht auf die erste Potenz der Massen erhaltenen 
Ausdrucke für dX, ~-,v, etc. numerisch auf die von mir zuerst in der 
»Untersuchung über die gegenseitigen Störungen des Jupiters und Sa- 
turns« angegebene und ausgeführte Art mulliplicirt. 



35. 

<u ) ^ vor ' we ' cnes m der 
handlung das einfachste ist, weil dk eine Constanle ist. Da 

X = ieu 

ist, so wird 

« — 
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wo ./n = (n) — ist, oder den Unterschied zwischen der wahren und 
der osculirenden mittleren Bewegung bedeutet. Für die Egoria wurde 
im Art. 6* II) gefunden ^ 

und es wird daher <U = -I- 0,00000 1 58 

36. 

Um den Ausdruck des Differentialquotienlen von T nach A zu er- 
hallen, sei überhaupt F eine Function von folgender Form : 

r-i»ICtt«}) - /^r.((M,*))|y'v-' 

die in folgende verwandelt worden ist : 

F=i^-{ [i,i,c] — /^T. [i,i',s]\7i-y-'» 

wo die Bezeichnungen dieselben sind, wie in Art. 7 4 (I). Subslituirt man 
in den ersten dieser Ausdrücke die Gleichung (141) (I), nemlich 

so wird , 

22\iSA nr+tf-* = 22((ki e)) n'^-^k^' Ti 

und eine ähnliche Gleichung bekommt man für yy[i,i,8~\. Da aber in 
diesen Gleichungen zu beiden Seiten i' unverändert bleibt, so darf man 
das eine Summenzeichen weglassen, und die Gleichung wird daher 

wenn man diese nach X diflerenliirl , so erhalt man 

=i^![i-i,r.c]-[i+i.i'c]|y 

Geht man hievon zum Reelkyi Uber, so bekommt man 

(£) - 22f\ [i - 1 SA -[»+1 SA i cos ((•— *»* — ^ 1 | 6 , 
H-^t|[t-l,r,*]-.[t+1,^]|«B ((•—!»*— u\\ 1 j 
wo IT fUr i[c — Cfi) geschrieben ist. Also um den DilTerentialquotienten 
nach X einer Function von der Form 

F= 22 [i,*\c] cos { (»-•» 0\ +22 [m>] sin | (i-»>) s - U \ 
zu erhalten, braucht man nur in Bezug auf jedes Glied den CoefRcienten 
des nachfolgenden Gliedes von dem des vorhergehenden zu subtrahiren 
und den Unterschied mit t zu multipliciren. In den Functionen, die 
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wie T aus Gliedern bestehen . die -unter den Sinns- und Cosinuszeicben 
die Bögen (•— t»*— Ü 

enthalten, muss diese Regel auf jede dieser drei Gattungen von Gliedern 
besonders angewandt werden. 

87. 

Für unser Beispiel und für die Jupiterstörungen, die einzigen die 
hier in Betracht kommen , habe ich aus der Tafel des Art. 57 (II) für T 
die Coefficienten des Differentialquotienten nach A berechnet, die auf 
jeden Fall ausreichen. Weun man von der imaginären Form von T zum 
Reellen Ubergeht, so findet man, dass die in der ersten Columne der 
angeführten Tafel gegebenen Zahlen die Coefficienten der Sinusse mit 
umgekehrten, und die in der zweiten Columne gegebenen die der 
Cosinusse mit wahren Zeichen sind. Deshalb habe ich den betr. Co- 
lumncn der folgenden Tafel die Ueberschriften — sin und cos gegeben. 

(4f) 



—sin 



0, -2 

1, -2 

2, -2 

3, -2 

0, -3 

1, -3 



cos 



+27:96 -22.38 
— 11.44 +4.38 
—31.28 +29.42 



3,-3 



! l », — r 



2,-1 



— 177.82 
+ 49.58 
+ 186.76 

—36.64 
+ 15.32 
+ 37.62 
+ 187.58 
—56.70 



-4 



-193.66 +133.16 



+ 7.62 
-8.88 
-4.05 

— 86.67 
+26.04 
+94.11 

+147. 

-39.87 
-154.35 



+ 125.20 
-32.82 
-133.52 

+ 23.14 
-7.10 
—26.62 

-129.14 3,-4 
+ 39.26 



+92T61 
— 31.32 
—95.61 



+ 1 0!98 
—6.27 
— 10.95 



31—159.06 —125.25 
+ 49.77 +39.06 
h163.11 +127.80. 

+31.28| +89.52 H 



— 3.99 
-1.29 
+6.69 
+0.87 
+ 3.00 
-0.51 

+ 122.97 
-36.66 
-127.08 



4,-4 



— 4 



3,-5 



-6.92 
—33.00 
+67.72 —126.92 



-28.24 I 
— 95.1? i 



4,-5 



5.— 



— 21.96 



-68.84 +131.88| 



—22.32 
+ 5.81 



•35.28 



-98.52 
+33.84 



+23.00 +100.52 

-53.44 +137.72 
+ 16.96 —43.68 
+ 53.88—140.60 



+ 68.20 
—22.20 
-71.50 



-50.30 
+ 13.80 
+52.65 



2,-6 



3,-6 



4,-6 



5.-6 



■sin 



— 91:85 
+26.20 
+94.75 
— 76.05 
+26.35 
+ 77.10 
5 +95.95 
-30.75 
-97.65 
—0.06 
+2.22 
-1.44 
+ 25.44 
—9.30 
-26.16 
—52.32 
15.12 
+ 54.54 

-12.30 
K5.70 
11.76 



cos 



6,-6 



— 30"80 
+ 11.45 
+30.55 
+ 46.00 
—14.65 

— 46.80 
+7.60 
-2.45 

— 7.10 

+5.82 
-1.44 
-6.60 

— 7.62 
+0.06 
+8.94 

— 40.86 
+ 13.80 
+42.54 
+61.68 

— 18.12 

— 63.18 



+ 51.72 +45.36 
— 1 6.861 —15.72 
-52.561 -45.90 
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Die Anordnung dieser Tafel ist übrigens dieselbe wie die der bez. 
Tafeln der Abhandlung (II). Die drei Zeileu jedes Arguments ent- 
halten der Reihenfolge nach dio Coefficienten von 

— 7+ (t -+- 1 — t/tt) e — U 
iy -f- (t — I — »» « — f/ 

so dass diese schliesslich sich zu einem und demselben Argument ver- 
einigen. Die von t"=1 abhangigen Glieder habe ich weggelassen, weil 
sie so klein sind , dass sie keine merkliche Wirkung äussern können. 



38. 

Für das zweite Glied des Ausdrucks (15) werde ich zuerst das 
Product von ndz mit - berechnen. Die Substitution des in unserm Bei- 
spiel (§.7 (I)) angewandten Werthes von y in die Reihe 

7 ~ 1 = + Jäh cos e + cos 2* -|- £L c08 3* + . . . . 
wo ß mm tgiy ist, giebt 

± — 1 mm (7. 5586) -1-2(8.62997) cos t + 2 [7. 2584) cos 2« 

-I- 2 (5. 8868) cos 3a + 2(4.516) cos 4* -|- etc. 

wo die in Klammern eingeschlossenen Zahlen die Logarithmen der Co- 
efficienten sind. Es ist vonVorlheil, das Product (^—\)ndz zu berechnen 
und dazu ndz zu addiren um zu erhallen, und darum habe ich jenen 
Ausdruck hier angesetzl. Bezeichnet man diesen mit 
y — \ = u Q + 2a t cos 6 2«, cos 2# -f- . . . 

und setzt 

ndz mmXA 1 ? sin } -U\ cos ((*->»« -U\ 

so wird 

f a _lWz=2'P } Bio (•—»»« -ü 



cos|(i— i'fi)e — L'\ 



wo keine Ausuahme statt findet, weil in ndz kein constantes Glied ent- 
halten ist. Die einfachste Art dieses Product , so wie die übrigen , die 
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weiter unlen erklärt werden sollen, zu berechnen, besteht darin, dass 
man die Logarithmen der Coefficienten des Factors ndz auf den oberen 
Rand eines in Columnen von passender Breite eingetheilten Blattes Pa- 
piers , und die des Factors y — * auf den unteren Rand eines anderen 
Stückes Papiers schreibt. Legt man hierauf um die Logarithmen zu ad- 
diren dieses Papier an jenes, so erkennt man sogleich aus den ersten 
Stellen der Summe der Logarithmen, ob das betreffende partielle Pro- 
duet die numerische Grenze, die man festgesetzt hat, uberschreilet 
oder nicht, und also ob es berücksichtigt werden muss oder nicht. 
Die Zahlen der Logarithmen der partiellen Producle schreibt man darau 
auf ein anderes Blatt Papiers der obigen Formel gemäss in die betref- 
fenden Columnen, worauf man die Glieder, aus welchen jeder Co- 
efficient des Products zusammengesetzt ist, addirl. 

Im §. 6 (II) ist nicht nur der hier anzuwendende numerische Werth 
von ndz, sondern es sind auch die von v, . etc. gegeben, und es ist 

COS I OO ' 

dort, wie im Endresultat und zur Bestimmung der willkührlichen Con- 
slanten erforderlich ist, ausserhalb der Sinus- und Cosinuszeichen 
e durch nt eliminirt. Man kann bei der Berechnung der von den Qua- 
draten und Producten der störenden Kräfte abhängigen Glieder diese 
Form beibehalten, denn es ist nicht schwierig die Integrale derselben 
anzugeben , allein mit Beibehaltung von t statt nt in den genannten 
Gliedern werden diese Integrale weit einfacher, und da man nach den 
Integrationen wieder < durch nt eliminiren kann und diese Elimination 
sich mit der Ausnahme von wenigen Gliedern auf die blose Substitution 
von nt für * reducirt, so ist es vorteilhafter, die Form, die t ausserhalb 
der Sinus- und Cosinuszeichen enthält, anzuwenden. Nur das Glied im 
Ausdruck von «2, welches die mittlere Bewegung ist, muss in der 
Form (n)t belassen werden. 

Im Art. 61 (II) wurde für die Egeria gefunden 
»*= 19°33'27;'9 H-858;'294G* 
-I- 808^60 sin t -664;'63cos« 
- 0;'79882«( sin * - 2;'58626n< cos « 
H- etc. -+- etc. 

Wenn wir hievon die beiden eisten Glieder ablösen, so bekommen 
wir den in der Berechnung der Störungen zweiter Ordnung anzuwen- 
denden Ausdruck von ndz. Es wird also 
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ndz=-h 808:60 sin e — 664:63 cos * 

— 0:79882»< sin« — 2. 58626 nt cos « 
— 19.61 sin2« + 14.86cos2* 
+ 0.01701 nt sin 2« H- 0.05487«/ cos 2« 
+ 0.11 sin 3« —0.08 cos 3« 
-f-etc. + etc. 

Führt man hier ausserhalb der Sinus- und Cosinuszeichen * stall «/ 
durch die Gleichung n/==« — <?sin« ein, so wird 

ndi = — 0:79882 « sin « — 2:58626 « cos * 
-1-0.01701« sin 2« +0.05487 «cos 2« 

+ 0.03 

— 664.63 cos« 
+ 14.83 cos 2« 

— 0.08 cos 3« 
+ elc. 

wo die etc. Zeichen sich auf die im Art. 59 (II) gegebenen Glieder von wfe 
beziehen, die von i'=I, ?«2, etc. abhangen. 

Mit bioser Rücksichtnahme auf die Jupilerslorungen ergab sich 
hieraus ands 



+ 808:60 sin« 
— 19.50 sin 2« 
+ 0.11 sin.3« 
+ etc. 



•/ 

»,— « 


sin 


cos 


1.- 


-/ 

-1 


sin 


OOS 




■# 

— 1 


sin 


cos 


0,0 




-0:22044 € 


-1 


-2 


-0M2 


+0:66 


Ii: 


—4 


+6:53 


— 16:94 


1,0 


-0:79954« 


-2.59798« 


o, 


-2 


+ 3.17 


+6.42 




-4 


+ 1.6K 


+ 4.03 


3,0 


—0.01694« 


—0.05545« 




V 


— 183.06 


-165.49 


5, 


— 4 


+0.17 


+0.14 


3,0 


—0.00072« 


—0.00235« 




—2 


— 196.23 


-140.01 


1, 


—5 


+0.30 


+0.65 


0,0 




— 56:59 


5 


-2 


-4.28 


-2.47 


>. 


—5 


+ 17.55 


+2.70 


1,0 


+809:23 


-667.61 


4, 


—2 


+0.11 


—0.03 


3, 


-5 


+ 1.35 


— 13.01 


2,0 


-1-14.86 


-13.52 




—3 


-1.33 


— 1.22 


1*1 


-5 


+2.78 


+ 1.84 


3,0 


+0.63 


-0.57 




—3 


—40.84 


—34.51 


5 


-5 


-1.19 


+0.10 


-2,-1 


-1-0.15 


+0.04 


?: 


—3 


— 542.47 


-621.75 


r,. 


—5 


-0.09 


+0.03 


— 1,-1 


—3.44 


+5.09 


2, 


—3 


+ 705.19 


— 26.45 


!. 


—6 


+ 1.03 


—0.04 


0,-1 


-1-17.60 


— 14.42 


3» 


— 3 


+ 32.39 


— 14.50 


i. 


—6 


+ 18.89 


+2.19 


1,-1 


-t-40.23 


-115.51 


4, 


-3 


+0.97 


-0.53 


3, 


-6 


-2.30+13.61 


2,-1 


+2.20 


-2.23 


0, 


-i 


-0.25 


—0,13 


t, 


—6 


+1.50 


+0.78 


3,-1 


+0.02 


-0.89 


1, 


-4 


-1.08 


+0.44 


5, 


—6 


—0.80 


+0.60 








2, 


-4 


+30,47 


-4.18 


6> 


-6 


+0.08 


-0.36 



wo ich sowohl statt des constanten, wie statt des « proportionalen Gliedes 
das Doppelte derselben angesetzt habe, weil dieses für die nachherige 
Anwendung von Vortheil ist. Man kann die Richtigkeit dieses Products 
auf einfache Weise dadurch controliren, dass man es mit 1 — ecos« 
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multiplicirt, wodurch man ruh wieder bekommen muss. Weiler wie bis 
zu den Gliedern, in welchen f=6 ist, zu gehen hielt ich nicht für 
nöthig, und die weiteren Rechnungen zeigten auch, dass dieses in 
diesem Beispiel hinreichend ist. Die Saturn- und mehr noch die Mars- 
störungen sind so klein, dass sie bei den Quadraten der störenden 
Massen nicht berücksichtigt zu werden brauchen. 

In den von t = 0 abhängigen Gliedern von nz . *, etc., die im 
Art. 61 (II) gegeben sind und hier angewandt werden müssen, ist auch 
auf Saturn und Mars mit Rücksicht genommen worden, und wenn man 
will, dass in den folgenden Rechnungen die Bedingungsgleichungen so 
genau wie möglich erfüllt sein sollen, so muss mau auch in den Gliedern 
der Hülfsgrössen , in welchen t = 0 ist, wenigstens die Saturn- 
störungen mit zuziehen. Dieses soll hier im Folgcoden geschehen. 

# 

39. 

Zufolge der Gleichung (63) (I) ist 

und im Art. 75 (I) ist das Verfahren entwickelt, durch welches man 
überhaupt von den hier vorkommenden Functionen den partiellen Diffe- 
rentialquotienten nach « erhält. Wenn wieder überhaupt F irgend eine 
dieser Functionen bedeutet, und 

F=s^[i,i',c] sin (t*,i") -t-2'[t.» ,*] cos (*,i") 

ist, wo, gleichwie im Folgenden, zur Abkürzung (i,t) statt (t — »//)« — D 
geschrieben worden ist, so wird 

(?) =^{M>} cos (u) -*{mV) sin (m ) 

wo 

| M\c j = i [i, f ,#] - | [i-l , t ,c] + [»-h l , i\c] | 
l17j jM\fj-t[i,f.f]-rA|[i-4,f t t]-h(i+4,t ¥ .«]| 

und wieder A = £c/* ist. Die Anwendung dieser Ausdrücke ist zu ein- 
fach, als dass sie noch besonders erläutert zu werden brauchte; ich 
führe blos an, dass in der Berechnung von ^) aus den Coefficienten 
der Tafel des Art. 57(11) nach diesen Ausdrücken, man dieselben, gleich- 
wie bei der Erklärung der Berechnung von gesagt wurde, auf jede 
der drei Galtungen von Gliedern in T besonders anwenden muss. 
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Um die im vor. § erklärte Bedingungsgleicbung anwenden zu 
können, muss man auch berechnen, wo wie immer Tdie Function 
bezeichnet, die aus T hervorgeht, wenn man darin t; in s verwandelt. 
Durch die Berechnung dieses Differentialquotienlen kann man die von 
(^) veru, ' Ue,sl der schon im vor. § vorkommenden Gleichung 

(§)-®-® («> 

leicht controliren. Hat mau sich der Richtigkeit der Rechnung auf 
andere Art versichert, so kann man ausschliesslich durch die vorstehende 
Gleichung berechnen. In der Bezeichnung der Abhandlung (II) 

und des vor. § ist 

T= —jrftf,*) sin (m) +i'F(i.f .«) cos(t\«) (19) 
— ^(i$^ü)8hij-f^0t^2>«(MV)co8H^i0| 
— XH(i,t,c) sin j 2,'H {i,f ,$) cos[ »/+(t\») | 

Hat man nun durch die Anwendung der Ausdrücke (17) hieraus 

(£)—-^'A(m\c) cos (i,t) -^A(i,?,#) sin(M) 

— 2B (i, i\c) cos | - 1] +(m ) J — XB (», f , *) sin { - >/ +(i,i' ) j 
-26'(»,t',c)cos{ ^-*-(i,»')!-^(i.r,*)sin{ ft+(ij)\ 

erhalten, und setzt 

(f ) = - -0(i.»,c) cos(,\i') sin(M') 
so giebl die Gleichung (18) 

D (»,»**) = A (»,*') +ß (» -•- 1 , » ) -i- C (t — 1 , *) 
_G(i + 1,,*) + tf(i — 1,i*) 

wo ich die Indices c und « weggelassen habe, weil die Gleichung ohne 
Aenderung für beide gilt. Für die Reihe 

= %ß sin « + 2/S 9 sin 2t + 2^» sin 3« -|- . . . 
ergab sich in unserm Beispiel der folgende Werth 

ü£2 = 2 (8,62840) sin e + 2(7, 2568) sin 2e 
+ 2(5,8852) sin 3* +2(4,51 4) sin 4« 
und mit diesen numerischen Werthen der Coefficienten wird 
I ßF (i — I S,c) + tf*F (t— 2, i\ c) + etc. I 



| /jF(l — I , t", ») H-^ F i— 2, ?,#) -+- etc. 1 
|-^F ,i + 1 , f,#) _,?*F(i+2 l r\«)- etc. f sin M 
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J,c)-¥- ß*G (»—2, i', c) -+- etc. 


|— ßG(i +H 


1 , t\ c) — /?»G (»+2, t , c) — etc. 


( tfG« — 1 


, «) — «—2,1',*) -i- etc. 




,»',*) — ^G(t+2,i v ,*) — etc. 


1 W-i 


,*\c) +/?'#(»— 2,t\c) -+■ etc. 


i all/' • i 


, t , c) ß H (t-#-2.» , c) — etc. 


1 


,i',c) -h ß'H(i— 2,»,«) -|- etc. 


1-^ + ' 


I,i\*)-^ff(t-h2,t,*)-etc. 




40. 



Da zufolge der Gleichungen (64) (I) und (69) (I) 

B = V+X 
C = 2\T+X+T\ 

ist, so sind noch die Hillfsgrössen V und X zu berechnen, während f 
durch T gegeben ist, und dem Vorhergehenden zufolge 

T= -£\F(i,i',c)+G(i+\ ,,\ c )+//(i-1 ,t»| sin (t,0 
+^|F(i,i',*)+G(i-h 1 ,f»+If(i- 1 j cos (m*) 

ist. Für unser Beispiel sind die Coefficienten von T schon in der Tafel 
für T des Art. 57 (II) angegeben. Die Function V wird zufolge (65) (I) 
aus den Coefficienten von 

KS?) —(£)) ' 

auf dieselbe Art berechnet, wie T aus denen von 

ncmlich durch die Ausdrücke (1 5) (II). Sei der Ausdruck für ar , wie 
er für unser Beispiel im Art. 84 (I) angegeben ist, der folgende 

ar(^) =^P(m,c) cos(m') +XP(ijj) sinfi^j 

dann muss man in (17) 

P(U'c) statt [mV], und P(m,«) statt [•»] 
setzen, wodurch man 

(l^k).) = ,| sin (tf) +^|M>| cos (M ) 
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erhalt. Nennt man ferner deu Ausdruck für ar'(~) +ar(™?) , so wie 
er für unser Beispiel in Art. 84 (1) angegeben ist, 

•*(tf) + -i'jiMVilcofM +*|KM| «Km) 

und substituirt 

(MV) für 6(m,c) und j|»,t,c|j für c(m,c) 

in die (15) (II), so wie 

\i,i\s\ für 6(i,i',*) und | {»,»', *j| für c(»,t,s) 

in die analogen Ausdrucke, so bekommt man V in derselben Form, die 
für T unter (1 9) angegeben wurde. Die Coefficienten der Sinusse be-, 
kommt man mit umgekehrtem, und die der Cosinusse mit wahrem 



41. 

Die Berechnung von X ist der von T und V ähnlich, nur haben 
hier die Mulliplicatoren andere Werlhe. Führt man in die unter (67) (I) 
gegebenen Ausdrücke von AT und N' die imaginären Exponential- 
funetionen ein, die im §. 4 (II) auch angewandt wurden, so wird 

und wegen (66) (I) ergiebt sich 

+ '[F., ;l +F l ,+F,' i ]]ay(^) 

WO 

jp SB* jp f 

ß o — » °t ~~ oo»V 

^-t"* — leo*V 0 "SSV' ' *~* ~~ «cosy 



3 cosV 

ist. Nach der Substitution der im §. 4 (II) angegebenen Enlwickeluugen 
von und ar(^) bekommt man 
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oder nach dem Uebergang zum Reellen 

X = — (mV) sin (i,t") +-iV (i,tV) cos (t.f ) 

~2K(i,i',c)sin\-t]+(i,t)\+>2K(if,*) cosj-jy+(i,i')} 
— XL (m\c) sin j >; -h (i,t) | •+■ (mV) cos [ 17 -*-(M ) j 

wo 

(21) J(i,i')=E 9 b{i t i) -1,,') -i-F^i-M.t') 

+G lC (i-\.t) -c, c (i + i,r) 

IftD =F_ ,6 (i +4 ,f) +F 0 b(ij ) H-F, 6(i - 1 ,*) 

H-//_,c(n-1,r)H-W 1 c(»-1,t') 

L(m ) =F_,6(i - 1 ,t ) +F f »(U) +F t b [i + 1 ,0 

-^(»-M'J-tf^-M.i') 
und ich die Indices c und * weggelassen habe, um anzudeuten, dass 
diese Ausdrücke unverändert für jeden derselben Geltung haben. Die 
b und c Coeflicicnten sind hier dieselben, die im §. 4 (II) vorkommen, 
und bei der Berechnung der J, K und L Coeflicienten treten hier ähn- 
liche Vereinfachungen ein wie dort. Auch brauchen hier die / Coeffi- 
cienten nicht durch die obige Formel berechnet zu werden, sondern 
man kann sie auf einfachere Art aus den K und L Coeflicienten erhalten, 
nachdem man die numerischen Werlhe dieser durch die obigen Formeln 
berechnet hat. 

Da nach der Vcrwandelung von r t in e 

~"~ cosy \df) • 1 — co 8y \dfj 
wird , so wird nothwendig 

J(i,t) +tf(i+ 1 ,0 +L(t- 1 ,i') = - 2 [Fftfl ,t") +H(i- 1 ,f)\ 
wo wieder aus derselben Ursache wie oben die Indices c und s weg- 
gelassen worden sind. Setzt man also 

//(i,f) =F(m ) +G(i + i ,.") +//(i - 1 ,0 
wo also die //Coeflicienten die von T sind, so wird 

J(M') - — \K{i+i ,i) -|-L($ — 1 ,*') +2J7(m}| 

welche zur Berechnung der / Coeflicienten dient. Wenn man will , so 
kann man diese Gleichung zur Controle anwenden, und die </ Coefli- 
cienten ausserdem direct durch die Formel (21) berechnen. Einfacher 
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ist es jedoch, dieselben aus der vorstehenden Formel zu berechnen und 
die Berechnung der Ä und L CoefBcienten dadurch zu controliren , dass 
man die Summen der b und c Coeflicienten mit einfuhrt, wie im 4 (II) 
auseinandergesetzt wurde. 

42. 

Da zufolge (72) (I) 

»=M"r)+Al-(^-)+<)| 

ist. so mtlssen hier vor allen Dingen die Coeflicienten von <r*(jf^) 
berechnet werden. Da man diese aber auf dieselbe Art aus denen von 

Cd ari JB X\ 

flJ (rf?) ernä,t ' wie d' e CoefBcienten von y — ~^ J aus denen von <*r(^f) 
erhalten wurden, so kann ich auf die im Vorhergehenden enthaltene 
Auseinandersetzung dieser Rechnung verweisen. 
Setzt man hierauf 

a i£k) =<S*(M» «»(Ml -<S«(M» sin (Ml . 

und 

• + a K%) --SS(mV) sin (tf) +JSftM cos(i,0 

und substiluirt beides für die Indices c und s 

Ä(i,i') für 6 (i,i') und S(i.i') für c (»,»') 
in die Ausdrucke ( 1 5) (II) und (17) (II), so ergiebt sich D in folgender Form 
D =ZF(ij,c) cos(i,i")— ^F(m» sin(»,i) 
-+- («,»',c) cos | +(• .• ) j — (mV) sin j -f+(ffl | • 
+27/(iXc)cosf 7— (M")|-^(M»sin{ i?-I-(m')} 
Setzt man endlich 

a'(g) =2T(*,i',c) sin fi,i') +XT(ij ,*) cos Rfl 

und beides für die Indices c und * 

T{i,i) für 6(1,1) und die Null für c(i,t) 

in die Ausdrücke (15) (II) und (17) (II), so ergiebt sich 
E mmSF^e) sin (t\t") +5^(1,1» cos(i.t) 

-hi'G(i,i ,c) sin Hh-(m)}+^G(m ,«) cos H+(i.t) I 
+JEff(M» sin j 9-4-(i,0|+-S»(MV) cos f ^(i.i ) | 
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Man kann auch für die beiden letzten Glieder des Ausdrucks (1 5) 
ein anderes Verfahren anwenden. Man berechne sofort die drei Producle 

a \dtdZjcosi' r 7 \drdZj ^ a \dzJ]co»i' a \dZjcoai 

und setze hierauf 

■ \dtdZj cosi ^" \dz) cosi — 

• - 2U(i,i,c) sin (i,t') -|- Sfffti» cos (m ) 

und 

| flV (^)-»- a, (S)|^7 = 
i'F(M ,c) cos (»,*) -i-i'V(i,i',«) sin (•*,•) 

Substituirt man dann 

1/(1,0 für b(i,i) und Y{i t f) ftlr c(i,i) 
in die Ausdrücke (15) (II) und (17) (II), so bekommt man 

COS • COS I 

-2-F(m» sin(iy) +^F(f,0) cos(m) 

-J0(K4 sin |-,+(m)| +-SC(m\#) cos H+(i,0| 

-^{M',c)sin| ^+(M)|+2'W(i,t»cosf 

Dieses zweite Verfahren* scheint auf den ersten Anblick etwas kurzer 
zu sein wie das erste, allein es ist in der That unbequemer und minder 
zweckmassig. Die Controlirung der Rechnung wird schwieriger, etwa 
begangene und nachher sich zeigende Rechnungsfehler sind schwerer 
aufzufinden und mühsamer zu berichtigen, auch muss man bei der An- 
wendung desselben wegen der Sü< wla ränderungen und der kleinen Di- 
visoren mehr Glieder mit mehr wie der gewöhnlichen Anzahl von Deci- 
malen berechnen. Ich habe mich durch die Anwendung desselben von 
diesen Nachtheilen überzeugt, und daher schliesslich das erste Ver- 
fahren vorgezogen. 

43. 

Ich werde nun für unser Beispiel die numerischen Wcrthe der im 
Vorhergehenden erklärten Hulfsgrössen geben. 
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—sin 




— sin 
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+ VI . 31 Z 


_0"4? 






— 0.02 


+ 0.62 


+0.64 


+0.08 


—0.47 


+0 32 






-1-0. 24 


— 4.39 


-1.79 


+2.00 


— 4.20 


+ 0.23 


| ? 


_2 


+0.4 4 


VF . 1 $ 


-4-9 4 9 


— i . »j i 


| 

' l .Uü 


+ Ida 






—0.0'.» 


+ 1 .05 


—3.90 


+3.21 


+0.45 


—0 70 






-+•0.03 


— 0.63 


+0.68 


— 1.08 


+0.75 


—0.84 


o, 


—2 


+ 0 HO 




— i . vi*) 




— .i. n i 


-1-1 97 






+2.08 


— 2 4 4 


—8.29 


— 1 .0«) 


+7 21 


—2 92 






— 1.30 


+ 1.87 


+ 12.17 


-4.77 


+6.23 


—2.04 


r 


*< 


— 5.40 


-4-3 07 


-4-T4 Q't 


'} 1 79 


-T- tl'F . üü 


II 90 
— • J 1 .zu 






-1-0.3« 


— 1 .58 


+ 10.66 


—9.38 


9j> IU 


+20 90 






-9.50 


+9.27 


—56 23 


+ 52.07 


—22.56 


+20.87 


i 


_i 


0. 25 


-4-0 05 

U.MO 




^4J~- ;Jf . Oi 


— / . O-l 


■ i j j 

+ ». ;Z 






— 2.38 


+ 1.72 


—0. 48 


— 0 65 


+ 3 00 








+68.65 


-44.32 


+ 19.96 


— 43.40 


+ 5.80 


—3.49 




_2 


+0.47 


0 91 

Vi« 1 




i« tij 

— i)U. £il 


"X" O . II 4 


— 1 Z . ZVI 






— o.n 


+ 0.(2 


— 2 05 


+ 4.77 


—3.73 


+8.1 1 






+ 4.25 


+ 1 .20 


— 19.86 


+ 43.63 


— 3.97 


+8.25 




—2 


-4-0 0« 

f Vtvl 


— 0 0* 


• rt nr. 

-f- VF . .11} 


n 00 

■ VF . .FlF 


+ U. I ■• 


| fl IUI 
+ VF . 1 III 






+0.30 


—0.08 


—0.20 


+0.72 


— 0 43 


-4-0 0t 






—3.06 


+ 0.81 


— 1.02 


+ 0.44 


+0.03 


—0.35 


o 


—-3 


0 00 

w ■ vv 


n in 


— u . o - 


i 1 KM 


4 r»0 
— 1 . -IU 


9'; 






+0.96 


— 0.36 


— 1 .67 


3,;jy 


-4- 1 08 


n ig 






—0.84 


+0.28 


+2.22 


+ 0.56 


+0.99 


+0.24 




—3 


— 1 .80 


-4-0 08 


-i- I 17 
+ 1 . •> • 


IK '\R 

1 


■ ■} AI 
■+ • > . V1 1 


— 1 Z . 1 * 






— 1.02 


—0.76 


+2.50 


— 2.03 


— 1 .75 


+8 68 






— 0.02 


+ 1.64 


— 3.74 


+24.42 


—2.40 


+7.99 


2, 


—3 


-4-1 1 7 






■ l vJ nn 

-f- rO. 311/ 


-f- 1 U , OD 


+z* .z«o 






—0.79 


+0.08 


— 0 86 


— 1 38 


7 27 


i fi 9'; 






-4-20.08 


—0.45 


— 28.47 


— 64.34 


— 7.47 


— 46.45 


3j 


—3 


-1-0.1 1 


-4-0 17 




IG (0 

— | V. 1 V 


0 4.9 
— VF . |Z 


— in 






-1-0.81 


+0 67 


-4-0 9* 


-4- 1 76 


-4-0 3.t 


-4- '4 fi3 






-35.74 


-27.06 


+ 2.59 


+ 20.33 


+ 0.51 


+ 4.48 


4. 


-3 


—0.17 


-0.21 


+ 20.21 


+ 17.90 


+ 5.09 


+ 4.58 






+ 0.13 


+ 0 07 


— 3 81 


;i »S . 




— 3 0* 






-0.40 


-«.02 


-23.41 


—20.65 


-3.44 


—3.48 


r> 


-3 


-0.01 


-0.04 


+ 1.19 


+ 1.25 


+0.46 


H-0.48 






— 0.08 


—0.15 




0 35 


0 4 i 


n i "» 






+ 1.13 


+ 1.68 


-1.08 


-1.25 


+0.02 


-0.01 


1, 


-4 


-0.26 
— 0.48 
+0.30 


-0.01 
— 0.57 
+0.84 










2, 


—4 


+ 0.53 
— 0.16 
+3.16 


+ 1.33 
+0.94 
— 0.01 












- 


+0.70 
+0.15 
— 5.61 


—2.01 
+ 0.34 
-14.99 










4, 


-4 


+0.1 1 
+0.16 
| -8.26 


-0.14 
-0.33 
+22.86 
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-0:07 

0.00 
-4.43 


+0:10 

-0.09 
+ 1.24 










6,-4 


-0.01 


+0.02 












—0.05 


+0.05 












+0.76 


-0.98 








*,-5 


+0.05 

-0.27 
+0.78 


+0.29 
+0.40 
—0.31 










3,-5 


+0.77 


-0.62 










+0.47 
—0.53 


—0.07 
—3.22 










4,-5 


-MO 


-0.05 












+0.13 
—8.67 


-0.09 
+6.98 










5,-5 


-0.13 
-0.11 
+12.58 


—0.05 
-0.03 
+0.65 










6,-5 


+0.06 
-0.05 
+ 1.30 


+0.01 
+0.01 
+0.64 


• 








7,-5 


0.00 
+0.03 
-0.66 


+0.01 
+0.01 
-0.24 








• 


2,-6 


+0.03 
-0.10 
+0.22 


+0.07 
+0.08 
—0.08 










3,-6 


+0.23 
+0.28 
—0.29 


-0.11 

+0.09 
—0.69 










4,-6 


—0.54 


—0.33 












—0.09 
— 2.58 


-0.23 
+1 .09 










5,-6 


+0.U 
-0.06 

so 


+0.52 
—0.05 
-t- l 95 










6,-6 


—0.02 
-0.01 
-1.46 


+0.10 
+0.04 
-6.15 










7,-6 


0.00 
+0.02 
+0.07 


—0.05 
+0.04 
-0.99 











Die Anordnung dieser Tafeln ist dieselbe wie die der vorhergehenden, 
es sind nemlich bei jedem Argumente die drei Glieder angesetzt, die nach 
der Yerwandelung von in « sich zu Einem Gliedc vereinigen ; statt der 
constanlcn Glieder selbst ist das Doppelle derselben angesetzt. In den 

Functionen (-^P), (£) , Fund X sind in den Gliedern, 

welche zu t'= 0 gehttren. die vom Saturn bewirkten Glieder mit auf- 
genommen worden. 
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44 

Für die im Art. 47 (I) entwickelte zur Controle anzuwendende Be- 
dingung.sgleichung haben wir 



ros i 



WO 



IT=T, D = D, E — E 

Aus den im Vorhergebenden schon gegebenen Hülfsgrössen fanden sich 
nach schon erklarten Regeln leicht die folgenden. 





' (S) 1 




Jpae »in c 




r 




—sin 


cos 


—cos 


— sin 




sin 


D 0 






0 




— 0T034 




1 «V 






+ 0T503 


— o:o5o 


+0.092 


+o:o.36 








-4.222 


-1.552 


; +0.045 


-0.011 








+ 0.411 


+ 0.646 


1 -0.092 


-0.034 




i 




—0.51 


—0.02 


+ 0.08 


+0.03 


Je 






+0.51 


+0.63 


+0.01 


—0.04 


"> • 






+0.03 


+0.06 


+0.04 


+0.43 






1 


-1.31 


—3.63 


—0.03 


+0.06 


O 1 






+ 1.21 


— 1.38 


—0.04 


-0.23 


3 




j 


-0.35 


+ 5.72 


+0.03 


-0.04 


— 1 , — z 






+0.06 


+0.10 


+0.02 


—0.02 




-14:76 


+ 11*12 


-0.22 


+ 0.18 


-0.26 


+ 0.21 


1,-* 


-»-58.52 


-41.14 + N.25 


-6.47 


+ 1.24 


-0.87 


2,-2 


+ 46.30 


-10.58 


—60.22 


+ 42.74 


+ 0.34 


-0.21 


3,-2 


—62.78 


+ 43.28 


-1.56 


-2.30 


-1.33 


+0.91 


4,-2 






+ 5.53 


-1.46 


-0.08 


+0.01 


0,-3 


-5.31 


+1.41 


—0.08 


+0.08 


-0.05 


+0.02 




+33.48 


+3.36 


+2.22 


—0.44 


+0.44 


+ 0.02 


2]-3 


i -47.10 


— 40.77 


— 23.31 


-2.55 


—0.67 


—0.58 


3,-3 


—34.32 


— 6.24 


+52.72 


+39.32 


-0.48 


-0.09 


4,-3 


+53.82 


+ 41.61 


+0.13 


+3.77 


+0.76 


+0.58 


5,-3 






—2.62 


-3.85 


+0.04 


+0.07 


1,-4 






+0.33 


-0.05 


+0.07 


+0.03 




—8.64 


— 33.84 


-3.68 


—2.75 


— 0.10 


— 0.34 


w 


; -23.08 


+ 40.24 


+7.01 


+25.72 


-0.85 


+0.43 




+6.52 


+35.84 


+ 15.79 


-45.24 


+0.07 


+0.39 


5,-4 


! +17.40 


-46.56 


+3.53 


-8.48 


+0.19 


—0.48 


6,-4 


i 




—2.18 


+ 2.76 


+ 0.04 


-0.05 


2,-5 


i 




i -0.54 


-0.53 


+0.01 


—0.08 


3,-5 


-25.50 


+ 16.15 


-1.40 


+6.14 


-0.21 


+0.44 


4,-5 


+29.10 


+ 11.20 


+ 19.77 


-13.80 


+0.25 


+0.40 


3,-5 j 


, +27.40 


-15.45 


| -31.15 


-1.15 


+0.83 


-0.43 


6,-5 


-».« 


-1.95 


-348 
+2.26 


-1.97 


-0.27 


-0.03 


7,-5 




+0.79 


-0.05 


-0.01 
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i,-« 


-l-0"72 


-2!22 


, -0:i4 


-o:io : 0:00 


-0:0 1 


3,-6 


— 10.02 


+ 1.38 


—0.47 


+ 1.13 


-0.07 


+0.02 


4,-6 


+17.34 


+ 15.48 


+6.71 


— 0.90 


+0.12 


+0.10 


5,-6 


+ 5.16 


-19.62 


-15.24 


-41.30 


+0.03 


-0.15 


6,-6 




-16.26 


+ 4.75 


+18.19 


—0.13 


—0.12 


7,-6 


1 - n - 7 ° 




— 0.40 


+3.24 


, +0.02 


+0.13 




«>« 


V 


D 


E 




• 

— sin 






ein 


sin 

S1II 


MM 


0,0 




+0T22 


+ 1:188 






+6:708 


1,0 


+1:76 


-0.18 


-2.975 


-1 4:091 


-2:776 


-45.131 


2.0 


-6.43 


-2.45 


+ 1.043 


+0.178 


+ 0.852 


+ 1.684 


3,0 


+0.52 


+0.81 


+0.77 


+ 1.31 


+0.18 


+0.35 


— 2,— 1 


+0.94 


+0.03 


+ 1.04 


+ 1.01 


—0.37 


—0.20 


— 1,-1 


— 1.99 


—2.47 


— 1.01 


+0.85 


-1.38 


— 2.27 


0,-1 


+ 1.35 


+3.37 


+0.78 


+0.10 


+8.93 


+5.18 


1,-1 


—3.89 


— 11.60 


— 4.52 


-1.70 


— 4.34 


—2.57 


2,-1 


+0.96 


— 2.31 


+ 16.47 


+ 1.86 


+8.62 


+ 1.21 


3,-1 


1 -0.47 


+7.57 


-0.22 


+0.50 


-0.75 


+0.08 


—1,-2 


—0.25 


— 0.43 


— 1.10 


+0.62 


+0.17 


—0.33 


0,-2 


-1.62 


+ 1.86 


+ 2.25 


-2.64 


+3.83 


— 1.66 


1,-2 


+ 16.18 


-13.55 


-12.64 


+ 10.97 


-11.54 


+ 10.57 


2,-2 


—64.54 


+ 46.07 


+5.07 


— 4.23 


+3.25 


-2.23 


3,-2 


-3.82 


-0.95 


-5.44 


+ 12.11 


-2.03 


+ i.16 


4,-2 


+6.74 


-1.76 


-0.26 


+ 0.26 


+0.05 


-0.25 


0,-3 


+0.16 


+ 0.35 


+0.23 


-1.25 


+0.57 


-o.u 


1,-3 


+ 3.76 


-0.79 


+0.33 


+ 7.03 


— 0.84 


+ 4.53 


2,-3 


-30.53 


— 6.65 


-7.44 


-16.82 


—3.58 


—8.45 


3,-3 


+ 51.59 


+ 10.51 


+ 1.21 


+5.99 


+ 0.44 


+ 2.37 


4,-3 


+ 1.59 


+5.01 


—6.71 


—5.98 


— 1.71 


— 1.62 


5,-3 


-2.99 


-4.56 


-0.34 


-0.35 


+0.04 


+0.02 


1,-4 


+0.37 


-0.69 




* 






2,-4 


— 4.73 


— 3.85 










3,-4 


+6.78 


+ 31.21 










*»— 1 


+ 16.05 


-45.91 










5,-4 


+ 4.02 


— 3.68 










6,-4 


—2.10 


+3.04 










2,-5 


-1.14 


-0.34 






* 




3.-5 


-2.11 


+ 7.25 










4,-5 


+ 23.25 


— 13.95 










5,-5 


—31.17 


-1.23 










6,-5 


-4.25 


-2.03 










7,-5 


+2.42 


+0.86 










2,-0 


—0.46 


-0.15 










3,-6 


-0.26 


+ 1.52 










4,-6 


+ 7.73 


-0.54 








■ 


5,-6 


— 15.86 


— 13.25 










6,-6 


+ 1.58 


+ 18.04 










7,-6 


-0.19 


+ 3.51 











Es ist hier wieder stall der constanten Glieder das Doppelle der- 



selben angesetzt. 



Digitized by Google 



Methode zur Berechnung der absolut. Störungen der kl. Planeten. 153 

45. 

Da im §.8 (11} gezeigt worden ist, wie die in den Breitenstörungen 
enthaltenen, von D'^ und £j abhängigen Glieder für sich inlegrirl werden 
können, so haben wir hier nur den Ausdruck 

zu betrachten. Die Function wird hier aus U ebenso berechnet 

wie ßjj aus T berechnet worden ist, nemlich durch Anwendung des 
Ausdrucks (16) auf V, und in , 

wird ebenfalls durch Anwendung der Ausdrücke (17) auf U er- 
langt, gleichwie V ™ * durch (20) erhalten wird, nachdem darin die 
Coefficienten von U statt der von T substituirt worden sind. Zufolge 
(86) (I) ist r= f+ u 

und Yist aus a'r auf dieselbe Art zusammengesetzt wie U aus 

a 1 (Jj) . Substituirt man daher die Coefficienten von o'r in die 

Ausdrucke (28) (II) und (30) (II), statt der dort enthaltenen d Coefficienten, 
so bekommt man ^ in derselben Form wie der dort abgeleitete Aus- 
druck für rjji . Da ferner 

so ist ^ unmittelbar gegeben. Geht man von dem Ausdruck (27) (II) 

zum Reellen Uber, so bekommt man 

JL =2T(i,M) cos (m ) —ST{i,i\c) sin (i,f) 

•*-2ü{i,i,8) cos j-r/-|-(»,t") j -^'t'(M.c) sin }-*/ + (».*){ 
+£'F(m,#) cos { ^+(t,f) j — -£'V(t,i',c) sin { i?-h(»,t) j 

in dieser Form bekommt man alle in diesem Artikel betrachteten 

Functionen. 

46. 

Es wurde ferner (88) (I) 

n" k" 

^ ff ' COS , 1 



gesetzt, wo 

P = e sin* — esinq -+- sin (»/—*) 

H = (1 -e cos «) a 3 ( dZ , j ■+■ CüsV a ^ j - - «r ( dr j 

u, I - o cos t /dJJ\ « sin * /dSi\ 
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ist, und es sind daher nun zuerst W und H, zu entwickeln. Diese 
Rechnung ist sehr einfach , denn man braucht nur die Coefficienten von 

SjP) mil **• ^ von a (S) mit Co!*? oder l 8 V «nd — r , v . und 
die von mit röoV^ zu multipliciren, und darauf die Producle 

nach Maassgabe der vorstehenden Ausdrucke zu addiren. Setzt man 
zu dem Ende 

WM cos W «« (*»*) 

und wie früher 

a (^) - -2'6(i,»» sin (tf) +^(mV) cos(m) 

flr (f ) = 2'c(»,r, C )cos(«,i') H-2'c(i,,» sin (t,0 

so bekommt man 

fflbHfJA - t AM . M - i sre 6 (•' - 1 . »"» - ^ * (•' M ) 

}cOS(»,M 

- »g W«»- i W + 1 - M - rc^v c (* - 1 • M - reo. v c • f c ) ) 

j 6(M,c) 6(i-1,i>)- f -^ir(i-l-i.i>) 

—11 m >cos($,i 

|+^V»(M,,) + , jt v «(i_l .,'.,)-, ^.^(i + '••'••) I 

Bezeichnet man nun diese Coefficienten von W und IV, mil B(i,i',»). 
B{i,i\c) t B t (i,t,s) und /»', ; i'.c), das heisst, setzt man hierauf 
W = (t',i\«) cos (t,t ) JFß (t.i'.c) sin (u ) 
W t "» 2B$,ff) sin (i,t') — 2B t (i,t,c) cos(i,» ) 
wo man wieder statt der conslanten Glieder selbst das Doppelte der- 
selben ansetzen muss, dann ist durch den obigen Ausdruck für P leicht 
zu erkennen, dass 

;h- = — 2E(i,i',s) sin (i,t) +2'E (t.i'.c) cos (•,») 



cos« 

-^F(u\«) sin |-i/+(m){ *JEf (W.c)cog|- 9 +(M")| 
— J?G (#,?,•) swj 9+(tf)|+M(tf*)«w| 9-#-ft0j 

-H-S'Fjfi i',*; cos j (m"){ i.i'.cjsin J — 35 —§—;«,« )| 

+^,(w» cos I +^6,(1,1^) sin I V 4-fU)| 
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wo allgemein E{ü')= JB(i—\,f)—JB(i+i t {) 

und si= — \e ist. Die E Coefficienten braucht man wieder nicht aus 
der vorstehenden Formel zu berechnen , da allgemein 
£(i,,') = -F(i+4,»)-C(i-l,0 
ist. Diese Ausdrücke gelten sowohl für die Coefßcienten der Sinusse 
wie für die Cosinusse beides in DJ und E* v 



47. 

Ich stelle jetzt die numerischen VVerthe der im Vorstehenden er- 
klärten Hülfsgrössen für unser Beispiel auf, welchen die Bemerkung 
voranzusenden ist, dass hier das Product gänzlich unmerklich ist 

und daher Ijr ) nicht berechnet zu werden brauchte. 





j © 


at sin < 
r 


Y 


006 { 


cos i 


cos« 


—sin 


— cos 


sin 


cos 


cos 


— sin 


0,0,0 




0 




+0T04 4 


| -0"48 


+8T29 


-1,1,0 


+0:446 


+3:328 


+0"446 


-0.007 


+0.24 


0,1,0 


-4-0.034 


-0.185 


-0.045 


-0.027 


+0.40 


—0.47 


-<,8,0 


—2.788 


-4 4.836 


—0.008 


+0.407 


— 2.96 


-44.84 


1,0,0 


0 


0 


+0.023 


—0.080 


+2.86 


+ 4 5.34 


2,0 


-1-0.250 


+ 4.286 


+0.002 


-0.040 


+ 0.29 


+ 4.34 




+ 4.083 


+ 4.542 


—0.064 


—0.346 


+ 4.47 


+ 4.34 




—0.486 


-4.457 


+0.064 


+0.325 


— 4.46 


— 2.65 


3,0 


—0.44 


-0.44 


+0.04 


+0.03 


-0.42 


—0.43 




-1-0.43 


+0.78 


+0.04 


+0.09 


+ 0.54 


+0.98 




—0.44 


—0.30 


-0.02 


—0.04 


-0.39 


—0.85 


-2,-1 


+0.09 


+ 0.48 


-0.02 


-0.04 


-0.43 


-0.25 




+0.48 


+ 0.08 


+0.03 


+0.05 


-0.83 


-0.43 




-0.64 


—0.47 


-0.04 


—0.04 


+0.96 


+0.68 


-1,-1 


—0.38 


—0.22 


0.00 


0.00 


+1.42 


+0.65 




-0.07 


—0.04 


-0.49 


—0.41 


-2.68 


-3.40 




-0.05 


-4.99 


+0.20 


+0.44 


+4.46 


+2.75 


0,-4 


—0.04 


0.00 


+0.02 


+0.08 


-0.87 


-0.04 




+ 4.54 


+2.62 


! +0.87 


+0.46 


+42.71 


+7.24 




+ 4.34 


+2.53 


-0.89 


-0.53 


-42.34 


-7.23 




—0.04 


—0.47 


+0.04 


0.00 


-0.02 


—0.45 




— 4.44 


-2.44 


0.00 


+0.09 


-6.94 


—2.96 




+0.43 


+0.05 


-0.04 


-0.08 


+ 6.96 


+3.44 
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2,-1 



3,-4 



-1,-2 



0,-2 



2,-2 



8,-a 



0,-3 



1,-3 



2,-3 



3, -3 



4,-3 



4,-4 



2-* 



3,-4 



+0:28 


+0T21 


+0:02 


-0:07 

• 

-0.51 


+0T45 


+0:24 


+ 12.69 


+ 1.66 


—0.90 


+ 12.00 


+ 1.40 


—4.40 


—0.67 


+0.89 


+0.57 


-12.45 


— 1.64 


-1.11 


—0.13 


, +0.01 


0.00 


— 1.08 


—0.10 


— 0.85 


+0.26 


+0.18 


+0.02 


—0.59 


+0.33 


+ 1.19 


—0.04 


—0.18 


—0.03 


+ 1.67 


-0.23 


-0.13 


+0.04 


! +0.02 


—0.02 


+0.40 


—0.09 


-0.06 


+0.03 


-0.08 


+0.03 


+0.38 


-0.69 


+0.37 


—0.39 


+0.06 


-0.02 


—0.78 


+ 0.78 


0.00 


0.00 


+0.01 


0.00 


-1.04 


+0.95 


-»-2.32 


-1.20 


+0.25 


-0.28 


+ 5.31 


-2.01 


+ 1.49 


-0.44 


-0.26 


+0.30 | 


-4.27 


+ 1.06 


—0.03 


—0.02 


—0.04 


+0.03 


+0.01 


—0.19 


-11.66 


+ 10.58 


1 +0.03 


0.00 


-12.00 


+ 10.66 


+0.10 


-0.06 


; +0.01 


-0.02 


+ 11.99 


-10.47 


+ 0.80 


—0.54 


0.00 


0.00 


• +0.68 


—0.22 


+ 4.48 


—3.14 


-0.21 


+0.13 +4.84 


— 4.13 


-2.03 


+ 1.46 


+0.20 


—0.13 


—5.52 


+ 4.35 


I -0.36 


+0.20 


+0.02 


0.00 


—0.39 


+0.27 


fl —3.84 


+8.16 


+0.05 


—0.03 


—3.60 


+7.74 


+2.19 


-4.24 


-0.07 


+0.03 


+ 3.99 


— 8.01 


+0.33 


-0.73 


0.00 


0.00 


+0.31 


—0.71 


-0.04 


—0.22 


-0.04 


+0.09 


—0.13 


-0.07 


| —0.24 


+0.70 


+0.05 


—0.09 


—0.18 


+0.78 


+0.01 


+0.02 


+0.01 


+0.01 


—0.07 


+0.51 


+0.31 


—0.47 


1 +0.01 


— 0.09 


+0.81 


+0.10 


+0.23 


+0.12 


I —0.02 


+0.08 


-0.74 


-0.61 


—0.17 


—0.35 


0.00 


+0.01 


-0.49 


— 1.08 


-0.59 


+ 5.02 


+ 0.09 


+0.47 


-0.24 


+6.53 


-0.07 


— 0.19 


-0.08 


—0.48 J 
— 0.02 


+0.73 


-5.46 


+ 0.10 


—0.18 


—0.01 


+ 0.43 


—0.12 


—5.40 


-42.59 


—0.02 


+ 0.06 


.—5.15 


— 42.48 


+1.74 


+ 4.39 


+0.03 


-0.03 


+ 5.02 


+ 42.60 


+0.24 


+0.85 


0.00 


0.00 


+0.10 


+0.72 


+0.83 


+ 4.36 


-0.04 


—0.45 


+ 1.30 


+ 4.64 


-0.63 


-2.86 


+0.03 


+0.44 


-1.40 


-5.33 


—0.04 


-0.34 


0.00 


+0.01 


-0.09 


-0.37 


-4.21 


—3.88 


+ 0.01 


+0.04 


— 3.96 


-3.63 


+ 2.57 


+ 2.64 


-0.01 


—0.06 


+4.05 


+ 4.00 


+0.39 


+0.34 


0.00 


0.00 


+0.36 


+0.32 


—0.09 


-0.11 


-0.04 


—0.03 


-0.15 


— 0.18 


—0.26 


-0.21 


+0.04 


+ 0.04 


-0.21 


—0.14 


-0.14 


—0.08 


• —0.01 


0.00 


—0.45 


—0.25 


+0.20 


+0.91 


+0.07 


+0.04 


+0.03 


+ 1.28 


—0.07 


— 0.05 


—0.06 


-0.04 


+0.42 


— 1.03 


+0.42 


-0.09 


0.00 


0.00 


+0.84 


-0.14 


-4.87 


-2.59 


-0.11 


+0.03 


-5.75 


-2.52 


+1.51 


+0.92 


+0.11 


—0.02 


+ 4.91 


+2.66 


: +0.21 


+ 0.18 


+0.02 


0.00 


+0.16 


+0.18 


+ 10.00 


-0.66 


-0.04 


—0.03 +9.77 


-0.53 


-5.20 


+0.18 


+ 0.03 


+0.03 -9.93 


+0.35 
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4,-4 


| -0766 


-0:03 


o:oo 

' +0.09 


o:oo 


-0:59 


—0:09 




-3.45 


-0.67 


0.00 | -3.27 


-0.43 




-1-2.5« 


+0.41 


1 —0.09 


0.00 . 


+3.86 


+0.52 


5,-4 


+0.26 


+0.06 


0.00 


0.00 


+0.28 


+0.03 




+2.92 


— 1.71 


-0.03 


—0.04 


+2.58 


— 4.60 




-2.47 


+ 1.09 


+0.03 


+0.04 


-2.86 


+ 1.57 



Femer ergab sich 





w 






III- ,' 


I IIS » 




cos 


sin 


sin 


— cos 


0,0 


— 88:279 




■ 


+0.062 


M 
2,0 
3,0 


+3.232 
+ 11.067 
-0.754 


+ 2:774 
+ 4.067 
-1.283 


+0:396 

-2.028 
+ 0.053 


— 0.079 
-0.759 
+0.152 


-2,-1 


+ •».80 
-8.16 


+0.76 
-10.98 


+0.24 
-0.48 


-0.01 
-0.61 


0,-1 


—8.64 


-i.67 


+0.34 


+0.82 


1, — i 

2, -1 

3, -1 


+ 11. 85 
+0.73 
+0.31 


+ 47.02 
+ 1.14 
-8.16 


-1.26 
+0.53 
-0.09 


-3.65 
-0.78 
+ 1.86 


— 4,-2 


-0.10 


-4.27 


—0.05 


—0.44 


0,-2 -9.36 
-.4.74 
2,-2 +47.91 


+ 41.93 
+ 11.33 
—33.26 


-0.49 
+6.05 
— 29.84 


+0.50 
-4.91 
+21.07 


3, -2 

4, -2 


+ 3.24 
-5.05 


-4.88 
+ 1.32 


— 2.02 
+ 1.29 


+0.33 
-0.35 


0,-3 


— i.99 


+ 1.90 


—0.04 


+0.09 


1, -3 

2, -3 : 


+ 10.41 
+ 14.56 


+ 5.02 
-1.45 , 


+ 1.28 
-10.46 


-0.49 
-0.47 


3,-3 


—24.35 


-19.50 


+ 17.00 


+ 13.17 


4, -3 ! 

5, -3 


—2.55 
+ 1.67 


-2.41 
+2.60 


+0.91 
-0.49 


+ 1.61 
-0.69 



r 

und hieraus 





»; 






ros • 


cosi 


i.r 


—sin 


cos 


cos 


sin 


0,0,0 




+0:236 


+0:034 




-1,4,0 


-44:277 


-0.118 


-0.017 


+o:034 


0,4,0 


+ 4.217 


+0.173 


-0.086 


-0.035 


-1,2,0 


+ 1.146 


+ 1.214 


+0.284 


—0.008 


4,0,0 


—5.363 


— 1.387 


—0.198 


+0.043 


2,0 


—0.169 


—0.172 


—0.015 


+0.068 


+5.566 


+2.088 


— 1.016 


-0.445 




—5.397 


-1.916 


+ 1.031 


+0.377 


3,0 


-0.47 


-0.17 


+0.08 


+0.03 


-0.38 


-0.64 


+0.03 


+0.08 




+0.85 


+0.81 


-0.11 


-0.11 
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-2,-1 | 


t -0T35 


-0!47 


; -0T02 


-0:03 




+ 1.75 


+0.85 


+0.14 


+0.02 




—1.40 


—0.38 


—0.12 


+0.01 


-1,-1 


-0.49 


-0.52 


0.00 


+0.03 




-3.71 


-5.29 


-0.25 


—0.34 




4-4.20 


+5.81 


+0.25 


+0.31 


0,-1 


+0.98 


+2.47 


-0.03 


-0.13 




-4.95 


-4.34 


+0.21 


+0.57 




-»-3.97 


+1.87 


—0.18 


—0.44 


1,-1 


+0.40 


+0.25 


+0.01 


—0.06 




-♦-7.40 


+23.46 


-0.65 


-1.80 




— 7.80 


—23.71 


+0.64 


+ 1.86 


*,-1 


-0.62 


-2.35 


+0.05 


+0.24 




-1-0.36 


+0.92 


+0.27 


—0.47 




-1-0.26 


+1.43 


—0.32 


+0.23 


3,-1 


-0.03 


-0.05 


-0.02 


+0.03 




-»-0.16 


— 4.08 


-0.05 


+0.93 




—0.13 


+ 4.13 


1 +0.07 


—0.96 


-1-2 


—0.40 


+0.51 


—0.02 


+0.02 




-♦-0.35 


— 2.65 


—0.01 


—0.08 




-♦-0.05 


+2.14 


+0.03 


+0.06 


0,-2 


-0.20 


+0.66 


+0.26 


-0.21 




— 4.48 


+5.49 


-0.51 


+ 0.46 




+ 4.68 


—6.15 


+0.25 


—0.25 


•f— 1 


+2.43 


— 4.92 


— 1.25 


+0.88 




-4.40 


+7.08 


+ 4.30 . 


—3.36 




+ 1.97 


-5.16 


—3.05 


+ 2.48 


2,-2 


+ 0.34 


-0.56 


1 —0.35 


+0.22 




+23.82 


-16.55 


— 14.83 


+ 10.53 




—24.16 


—17.11 


+ 15.18 


— 10.75 


3,-2 


-2.25 


+1.47 


+ 1.32 


—0.91 




+ 1.84 


-1.00 


— 1.06 


+0.18 




+0.41 


—0.47 


—0.26 


+0.73 


4,-2 


-0.14 


+0.08 


+0.09 


-0.01 




—2.53 


+0.66 


+0.64 


-0.18 




+2.67 


—0.74 


— 0.73 


+0.19 


0,-3 


+0.45 


+0.21 


+0.05 


-0.02 




—2.95 


+0.75 


—0.06 


+0.07 




+2.50 


—0.96 


+0.01 


—0.05 


1,-3 


+0.83 


—0.14 


-0.44 


—0.02 




+4.59 


+2.57 


+ 1.08 


-0.23 




—5.42 


—2.43 


— 0.64 


+0.25 


2,-3 


j -1.49 


-1.04 


+0.67 


+0.58 




+8.32 


+0.10 


-5.95 


-0.80 




—6.83 


+0.94 


+ 5.28 


+0.22 


3,-3 


—0.73 


—0.04 


+0.48 


+0.09 




— 12.07 


—9 65 


+8 46 


+6 52 




+ 12.80 


+9.69 


-8.94 


-6.61 


4,-3 


+ 1.11 


+0.94 


^0.74 


—0.59 




— 1.35 


-1.32 


+0.48 


+0.84 




+0.24 


+0.38 


+0.26 


-0.25 


5,-3 


+0.11 


+0.11 


-0.04 


-0.07 




+0.84 


+ 1.30 


-0.25 


—0.35 




-0.95 


-1.41 


+0.29 


+0.42 
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48. 

Ausser den im Vorhergehenden angeführten Bedingungsgleichungen 
findet bei allen Hulfsgrössen für die Breitenstörungen noch die folgende 
slatt. Seien in irgend einer derselben 

irgend drei Glieder, in welchen die Indices i und i" dieselben Werthe 
haben , dann ist Pim _ €{ Q +R} 

welche Gleichung davon herrührt, dass diese Functionen ursprünglich 

die Form Vl . . , 

Ä(cos^ — ej+Lsinj? % 

haben. 

Im Vorstehenden habe ioh alle zur Berechnung der vom Quadrat 
der störenden Kraft abhängigen Glieder erforderlichen Hulfsgrössen 
angegeben, obgleich mehrere derselben hatten weggelassen werden 
können, da sie auf das Resultat nur sehr geringen Einfluss äussern. Ich 
habe aber alle angeführt, um zu zeigen, wie man in einem extremen 
Falle zu verfahren hat. Auch hätte ich nicht nöthig gehabt sie in dieser 
Ausdehnung zu berechnen, sondern hätte fast allenthalben an dem 
untern Ende einer jeden Abtheilung in Bezug auf den Index i wenigstens 
Ein Glied weglassen können, es ist indessen jedenfalls angemessener, 
sofort eine zu grosse wie eine zu kleine Anzahl von Gliedern berechnet 
zu haben, da das nachherige Berechnen von Gliedern, im Falle, dass man 
zuerst eine zu geringe Anzahl davon berechnet haben sollte, nicht an- 
genehm ist. Uebrigens hat die Berechnung dieser Hulfsgrössen in der 
denselben im Vorstehenden gegebenen Ausdehnung nur eine Arbeit von 
wenigen Tagen in Anspruch genommen, da die Formeln, nach welchen 
sie berechnet worden . so einfach und gleichförmig sind. 
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§. 5. Berechnung der für die vom Quadrat der störenden Masse 
abhängigen Glieder erforderlichen Producle. 

49. 

In der grösslen Anzahl der zu berechnenden Producte besteht der 
eine Factor aus einer von q abhängigen Function , wahrend der andere 
kein ry enthüll. Ausserdem sind einige Producte erforderlich, in welchen 
jeder der beiden Factoren von n unabhängig ist; Producte, in welchen 
beide Factoren von tj abhangig waren, kommen gar nicht vor. Be- 
trachten wir die erstgenannte Gattung von Produclen etwas naher. 
Wegen der Abhängigkeit des einen Factors derselben von q besteht 
dieser, wie man im Vorhergehenden gesehen hat, aus drei verschiedenen 
Galtungen von Gliedern, nemlich aus solchen, die kein tj enthalten, aus 
solchen, in welchen unter dem Sinus - und Cosinuszeichen — jy, und 
aus solchen, wo ij vorkommt. Bei der Berechnung dieser Producte 
konnte man jede dieser Gattungen von Gliedern besonders behandeln, 
oder mit andern Worten jedes Product in drei Theile zerlegen, und 
würde dieses auf folgende Weise ausfuhren können. Seien z B. im 

Factor .A von — 8 ■ /••#% ,• 

r «,sm(i,t) -*-« c cos{m) 

+ß,s\n [-J?+(tflJ -hAeMf-y-t-(Ü)) 
-f-^sinj 9+(i,0|-l-r.co«| 9-Km)| 
irgend drei Glieder, in welchen die Indices i und $ dieselben Werthe 
haben, dann zerlegt man diese Function in die drei Elemente, welche 
sie zufolge des §. \ enthalt , indem man erstens die Glieder heraushebt, 
die von unabhängig sind, zweitens in den übrigen Gliedern // = 0. 
und drittens in denselben jy = 90° macht. Setzt man daher 
JT,= sin (m ) -|- 2?u, cos (ij') 
T mm 2(ß,-hy t ) sin (»,»') S{ß^y e ) cos (f',t") 
Vmt—Xiß,— r.)VB*{iS)+2(ß t — y.) sin (t t) 
so kann man statt des Products A 0 ** 3 die drei Producte 

ri"l. T m ** • fp£*L 

1 r > r ' r 

rechnen, die von r ( unabhängig sind. Durch die Analyse des §. 1 über- 
zeugt man sich leicht, dass in der Thal die hier JT, . T uml 'i J genannten 
Functionen bez. die Coefficienten von in den Differentialen der Va- 
riationen der dort £-\-{ eT, T und 4P genannten Elemente sind. 
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Sei durch Berechnung dieser drei Producte erhallen worden 



=2g. sin (m) -h^ e cos(i,i') 
=^A«cos(m ) +^A c sin (m) 

so wird 

=2/«sin(M')+2y;cos(i,r) 

fr,-A,) sin |-,4-(tt)!-H |-9+(»,0| 
+i^+*,)Bin| ^+(1,0 j+^'fo.-Aj cos { 

und auf diese Weise kann man mit jedem der Übrigen ähnlichen Producte 
verfahren. 

50. 

Das eben beschriebene Verfahren wende ich indess nicht an, son- 
dern ziehe vor, die Producte ungetheilt zu berechnen. Ich ordne daher 
die betreffenden Factoren nicht nach den Werthen des Index », sondern 
so wie im vor. § in den numerischen Angaben derselben geschehen ist, 
neinlich so, dass die Glieder 

oder (» — tfi)c—t(c — c/i) 

— »/+(i+1 ,0 . . . — i?+(i-M— «V-"«ri 
,+(t-l,f). . . + , ; +(;_i_ < >)*_,-'( c '_ C/M ) 

die sich nachher nach der Verwandelung von t\ in e zu Einem Gliede 
vereinigen , unmittelbar auf einander folgen. Die Berechnung des Pro- 
ducts geht auf diese Art schneller und sicherer von statten und Iflsst 
sich leicht controliren. In einigen Producten, uud zwar in 

ÄV; CV£; !>{;£,! 

ist die Summe der CoefGcienten von je drei der vorbenannten Glieder 
gleich Null, und da diese Eigenschaft auf das Producl ubergeht, so giebt 
sie unmittelbar ein Mittel zur Aufsuchung und Berichtigung der etwa bei 
der Berechnung des Products begangenen Rechnungsfehler. Die Übrigen 
Producte besitzen d ; ese Eigenschaft nicht, aber dadurch, dass ich die 
Summe von je dreien der oben genannten Glieder nehme, und diese 
nachher auch mit dem betreffenden zweiten Factor multiplicire, erlange 
ich für die richtige Berechnung dieser Producte auch eine sichere 
Controle. 

AMiudi. d. K.S.Ces. d.WiM.VII. H 
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51. 

Die Zeichen der Coefficienten der Hülfsgrössen sind im vor. § so 
gelassen worden, wie die Formeln ohne Unterschied zwischen den Co- 
sinussen und Sinussen zu machen sie unmittelbar geben. Bei der An- 
wendung derselben zur Bildung der Producte müssen von einigen der- 
selben , um wiede r eine Gleichförmigkeil in der Zusammensetzung der 
Coefficienten der verschiedenen Producte zu erhallen , die Zeichen ge- 
ändert werden. Hieraus kann keine Quelle des Irrthums entstehen, da 
man diese Zeichenwechsel bei allen bez. Coefficienten auf ein Mal vor- 
nehmen kann. 

Ich werde nun in jedem Factor nur Ein Argument betrachten . da 
die Formeln für dieses sich auf alle ausdehnen lassen. Unter dem Kreis- 
bogen, welcher dieses Argument bildet, soll 

h[ ■+■ (t — I» e — i'(c — Cft } 

■ 

verstanden werden, so dass, wenn man / nur die drei folgenden Werthe 
beilegt, / = o, /=-!. l= + \ 

dieses Argumenl alle drei Gattungen von Gliedern in sich begreift. Der 
Kttrze wegen werde ich dieses Argument wieder nicht ganz ausschrei- 
ben, sondern wie vorher, aber mit Hinzufügung von /. nur die Indices 
davon angeben, und also unter den Bezeichnungen cos (l, i, t") und sin 
i, f) wieder den Cosinus und Sinus des obigen Arguments verstehen. 
Sei nun 

A = A t cos (/,t,r) — A, sin (/,i,t ) 
B = — Ii, sin [Ifi.t) +J? r cos(/,i,t") 
C = — C t sin {l,i.t -|-C,C06(J,t,t) 
D = D e cos j — D. sin 

-E. sin m#j -#-£ £ cos(/,m) 

woraus ersichtlich ist, dass nur dem A e und/- in Bezug auf die Zeichen, 
die sie im vor. § haben, die entgegengesetzten Zeichen gegeben wor- 
den sind. Uebrigens sollen die vorstehenden Coefficienten in Secunden, 
und von den conslanten Gliedern das Doppelle, welches in allen Tafeln 
des vor. § schon angesetzt ist, verstanden werden. Von den zweiten 
Factoren setze ich das folgende Argument an: 
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= 2a, sin (fc, fc') ■+- 2a, cos (fc, fc') 
v - n f cos (fc,fc') + 26, sin (fc,fc') 
= 2c c cos (/c, fc 1 ) -|- 2c, sin (fc, fc') 

^ = 2d> sin 10 -h 2«", cos (fc, #) 

jgj = 2e 0 cos (fc, V) -|- 2<?, sin (fc, fc') 

wo die Coefficienlen in Theilen des Radius ausgedruckt sein sollen, da- 
mit man die des Products in Secunden bekomme. Nachdem man also 
von den in Secunden ausgedruckten Cocfficienten dieser Grössen das 
conslante Glied verdoppelt hat, muss man alle Coefficienlen ohne Aus- 
nahme mit 2(206265") dividiren, um die vorstehenden mit a„ a e , 6, etc. 
bezeichneten Cocfficienten zu erhalten. Aus den im Vorstehenden be- 
trachteten Gliedern bekommt man nun 

A - r J - mm — (A. a e +A e a.) sin (/, i±k, i* I f = /f') -+- {A e a e +A, a,) cos (/, i±k, i'+ V) 
Bv = - (B, b e +B c b.) sin {/, i±k, i ± fc*) - (B e b.±B. b.) cos {/, i±k, i ± V) 
C#i ^^{C lCe i:C e c,)sin{lJ±kJ'±k) + {C e c e ±C t c,)co8(l t i±k,t±k) 
fl c - . = -(DX+D e d.)sin(lJ±kJ±k') + (DJ e± DA)^ 

Sei ferner 

« F. sin (1.0+ F. cos (i.t) 

wo zufolge des §. 4 (II) 

F _ j g ei I 

F fG («+<,.-,«) _ tf («-<,»,*; < 
* \ «+i-.> i-i-iV ( 

ist, und betrachten wir in v auch das folgende Glied 

v = V ( . cos (i,f) H- V, sin (t,t"j 
Diese geben % 

(^~) = ör +F, a,} cos (t+fc, i'-f- fc') -|- (F, a e +F c a,i sin (i+fc, fc') 
p* ={V c b c + V, b.) cos (i±k, i ± fc) + (FA±V C 6.) sin (i ± fc, i'± fc') 

Sei ferner /rfiiirx - 

(~jr*-J = - G.cos(m ) -h G,siü(m) 

wo in Bezeichnungen des §. 4 (II) 



• 
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P __ (Gtt + M',c) . B(i-t ,i',c)\ 

r— (öd+i.i-.t) fld-«,r,i»i 
~ ( .-«-.> j 

ist, dann wird 

(^Yv = (G,o f +G e a,)sin(i^,i'+fc')--(G f o^G.fl,;cos(i+fc. t'+A') 
Dieses sind mit Ausnahme des Products 

/ a " (fa Qg sin * 

V d<f / r r 

welches durch den Ausdruck (20) erhallen wird, nachdem man darin 
die Coefficienlen von (^p) ^-7^ statt der FCoefficienten subslituirt hat, 
alle ftlr die Störungen der Lange und des Radius erforderlichen Pro- 
duete. Alle sind, wie man sieht, auf gleiche Art zusammengesetzt, und 
die Vorzeichen der Glieder sind so. wie für die Integrationen am ein- 
fachsten ist. Wenn man die Logarithmen von \ und A, in dieser Folge 
neben einander auf den oberen Rand eines Blattes Papiers, und die von 
0, und a e in dieser Folge auf den unteren Rand eines anderen Blattes 
Papiers geschrieben hat, so bekommt man die Logarithmen der partiellen 
Producte in folgender Anordnung 

log4 c a,, log 4,a, 

log 4,0,, logil.a, 
nennt man die dazu gehörigen Zahlen beziehungsweise 

(3) , (4) 
(*).(<) 

dann wird 

A^ s = - |(4) — (q|*(li+Jtf+iq + |(*) + (4)|eoi(*»+JU+*') 
_ |(*)h.(3)| rinftt— fc,f— V) -+- \{%) - (4)jcoa(U— *) 

Schreibt man wieder die Logarithmen von B, . B r und b e , b t in dieser 
Folge hin, so erhalt man die partiellen Producte in folgender Anordnung: 

log B, b e , log B c b c 

log B,b t , log B c b, 
und nennt man die Zahlen dann beziehungsweise 

W.W 

m . (3) 

dann wird wieder 

(82) Hp = _{(i)_(3)}sin(/,i+jk,iH-^+{(2)+(4)}cos(/.t+ik,r+*') 
-i(1)+(3)| S in(/,t-Äj-'--fc')- l -|;2)-(t)|co S (/ I i-*,t-'-*') 
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Gehl man die vorstehenden Producte durch, so zeigt sich, dass man. 
um die in der vorstehenden Gleichung für die Bildung der Coefiicienten 
des Products enthaltene Regel in allen Producten anwenden zu können, 
in den Producten 

A V ' "cosi ' V dt, ) r " ' \ d>? ) r 

die Bezeichnung 

(3). (4) 
(*)♦(«) 

der partiellen Producte, uud in den Producten] 
die Bezeichnung 

(1).(2J 
(*) • ( 3 ) 

anwenden inuss. Die obigen Formeln gelten für alle Glieder, nur uiuss 
man, wenn man den einfachen Werth des constanten Gliedes des Pro- 
ducts haben will, von dem partiellen Producl der conslanten Glieder der 
beiden Factoren die Hälfte nehmen. 

Wenn k'>f ist, so bekommt man durch diese Formeln Glieder, 
in welchen der mit fu inultiplicirte Index das Pluszeichen hat, wahrend 
wir bisher diesem nur das Minuszeichen zugetheilt haben. Es zieht aber 
gar keine Vermehrung der Arbeit mit sich , wenn man diese Glieder im 
Pioduct für sich ansetzt, denn nachdem man alle Glieder des Products 
berechnet, und die Glieder, aus welchen jeder Coefficient desselben zu- 
sammengesetzt ist, addirt hat. kann man die genannten Glieder durch 
Umkehrung der Zeichen aller Indices und des Coefiicienten des Sinus 
mit den analogen vereinigen , in welchen fu mit einer negativen Zahl 
mulliplicirt ist. 

Die Berechnung des Quadrats p* ist einer wesentlichen Abkürzung 
föhig, denn da sich alle partiellen Producte, mit Ausnahme derjenigen, 
die aus den Gliedern entstehen, in welchen t = /c und zugleich i—k 
ist, wiederholen, so braucht man nur die Hälfte derselben zu berechnen 
und zu verdoppeln. 

Die vorstehenden Formeln haben auch für die Berechnung der zur 
uiehrerwähnten Bedingungsgleichung gehörigen Producte Geltung. Man 
braucht nur die Coefficienten von A', B , D , E bez. statt der von A, B, 
D, E darin zu substituiren. Auch das Product welches wir zu 
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dem Zwecke weiter unten brauchen werden, wird der Formel für v* 
analog berechnet, indem man in dem einen Ausdruck für r die C.oefli- 
cienten von d~- und in dem andern die von 2v substituirt. Es versteht 
sich von selbst, dass hienach die eben erwähnte Abkürzung nicht stalt- 
findet, da v . fJ-^-kein Quadrat ist. 

Für die Berechnung der zu den Breitenstörungen erforderlichen 
Producle setze ich 

A"= — A', sin f) -|- Ä c cos (/, i, t) 
B"= D' e cos (/, i, »'; — B', sin (/, i, i] 
(T= C e cos (/, », t") — C, sin i, t) 
D"= — D', si n (/, i, i') •+- D\ cos ( l, i, i) 
E"=s E e cos (/, i, i) — E 1 , sin (7, i, i) 

woraus ersichtlich ist, dass hier die den Coefficienten A' e und K t im 
vor. § gegebenen Zeichen umgeändert werden müssen. Nimmt man 
nun die Coefficienten a„ a e , b e etc. in der ihnen im vor. Art. gegebenen 
Bedeutung wieder auf, so wird 

A" 2£ = {A' e a e ± A' t a,) cos (/ , i± k , i'±k) - (A' t a t T A\ a t ) sin (/, i±k, i±k) 

BTp m [B, b e ± IT. b.) cos (/. i±k , f ± k) - [B t K + B' t b.) sin (/ , i±k, i± k) 

Cd f (C. c e + C. c.) cos (/, i+k , f + *') - {C. c e + C c c t ) sin (/, i±h $ 

Ö"JJ ? «= [D e d t ±D t d t ) co S (U±Ki'±k) - IU) sin U,i±k, i'±k) 

Setzen wir ferner 

= R e cos (i, i"j + Ä.siu 
wo in der Bezeichnung des §. 4 (II; 

» _ I ^L <+, •'''' , ! h <-<.Q ) | 

ist, und R, mit 2(206265") e, , so wie R, mit 2(206265")«, identisch ist, 
dann wird 

- 7U r ±Ku J ) S in(i ± *,i' ± ^+(« e fl.+^^cc)s(i ± fc,i' ± Ä f ') 
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womit alle für die von dem Quadrat der störenden Kraft abhängigen, 
und in dem Haupttheil der Breitenstörungen vorkommenden, Producte 
aufgestellt sind. Zieht man hieraus das folgende allgemeine Schema für 
die Coefficienten irgend eines dieser Producte 

|(«)+ (3) | cos (U+ k. f+ k') - | (2) - (4) j sin (/,»+«, t+V) ) 
- (3) i cos (J,< — k,i'—k') — | (2) + (4) | sin (l, k, t - k') j 
so muss man für die partiellen Producte von 

dir Bezeichnung 

[3) - (4) 
• (*).(«) 

lind für die partiellen Producte von 
die Bezeichnung 

(0,(2) 
(*) .'(*) 

anwendeu. Uebrigens gellen die Bemerkungen des vor. Art. auch für 
diese Producte. 

* 

53. 

Das Verfahren, welches ich anwende, um nach den im vor. und 
vorvor. Art. entwickelten Schemas die Producte vollständig zu berech- 
nen, ist mit sehr weniger Abänderung dasselbe, welches ich schon in 
meiner Abhandlung über die Störungen des Jupiters und Saturns ange- 
wandt habe. 

Ich lasse das Papier, welches zur Rechnung dienen soll, und wozu 
ich halbe Bogen (Folioblatter) nehme, so mit horizontalen und senkrech- 
ten Linien überziehen, dass dadurch Rechtecke gebildet werden, deren 
jedes zwei Logarithmen, den einen unter den andern, aufnehmen kann 
Auf meinen Folioblattern befinden sich "26 Columnen, von welchen die 
beiden Hussersten , die etwas schmaler sind , wie die übrigen, zur Auf- 
nahme der Indices des zweiten Factors dienen; die Anzahl der horizon- 
talen Linien ist 40. Oben am Rande des Blattes schreibe ich über je 
zwei Columnen die Indices der Argumente des Factors A oder B etc., 
wobei ich dieselbe Reihenfolge anwende, wie in den Tafeln des vor. § 
z. B. über 6 aufeinander folgende Columnen 



Digitized by Google 



168 



P. A. Hansen. 



0,1.-2 



-1.2,-2 



1,0,-2 



oder auch nur über die beiden ersten dieser Columnen die Indices der 
beiden ersten Coefficienten z. ß. 1, — 2, da die Indices der 4 folgenden 
Coefficienten daraus von selbst hervorgehen. Unter die Indices kommen 
die Logarithmen der Coefficienten A e , A, etc. zu stehen, wogegen die 
Coefficienten a,,a c etc. auf den untern Rand eines andern Blattes Papiers 
geschrieben werden. Durch das Anlegen dieses Blattes an jenes addire 
ich die Logarithmen der Coefficienten der beiden Factoren. wodurch ich 
die Logarithmen der in dem vor. Art. bezeichneten partiellen Producle 
bekomme; zugleich schreibe ich die Indices der Coefficienten des zwei- 
ten Factors in die äusserste Columne links oder rechts oder beides. Bei 
dieser Addition der Logarithmen kann sogleich aus den ersten Stellen 
derselben erkannt werden, ob das bez. partielle Producl die numerische 
Grenze, die man im Voraus festgesetzt haben muss, ubersteigt oder 
nicht, in welchem letzteren Falle das bez. Rechteck leer bleibt, oder 
höchstens darin durch ein einfaches Zeichen angedeutet wird, dass das 
Producl nicht übersehen worden ist. Wenn man auf diese Art die Loga- 
rithmen aller Glieder, die die festgesetzte numerische Grenze überstei- 
gen, erhalten hat, so wei den die dazu gehörigen Zahlen auf ein anderes 
Papier nach Vorschrift der Formeln (22) oder (23) sogleich in die Colum- 
nen eingetragen, die der Summe oder der Differenz der Argumente der 
beiden Factoren zugehören, wobei wieder dieselbe Reihenfolge der 
Argumente anzuwenden ist Die Glieder, aus welchen auf diese Art jeder 
Coeflicient des Products zusammengesetzt ist, werden schliesslich addirt. 

Es ist dienlich beim Aufschlagen der Zahlen der partiellen Producle 
abtheilungsweise nach den Coefficienten von fte im Producl fort zu 
schreiten, nemlich erst die zu Ope, dann die zu — fu , dann die zu H-^#,etc. 
gehörigen Zahlen vorzunehmen. Wenn man sich stets an dicFormeln (22) 
oder (23) halt, und also nie i und »" von k und k' abzieht, so wird man die 
Coefficienten der verschiedenen Abtheilungen des Products durch folgende 
Combinationen erhalten. Die Coefficienten der Glieder, in welchen 



Qfu vorkommt, durch 

i'=0, fc'=0 u. d. Add. u. Sublr. 

i'=1, fe'=1 

,'=2, *'=2 und durch Subtraction. 



etc. 
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Hiebei wird sich dann ereignen, dass man auch Argumente bekommt, 
in welchen e mit einer negativen Zahl multiplicirt ist, und diese werden 
nach der Beendigung der Rechnung denen, in welchen die Coefücienten 
von tj und « das entgegengesetzte Zeichen haben, einverleibt. Ferner 
erhält man die Coellicienten der Glieder 





durch 


+fu durch 


1 = 0, k'= 1 , 


Ii. d. Add. 


» = 0, jfc'=1 




»'= i , k=o 

» = 2, *'=f 


u.d. Add.u.Subtr. 


, = 1, k'=2 
i = 2, *'=3 


u. d. Subtr. 


i = 3, k'=2 


j u.d.Subtr. 


etc. 




etc. 








— ifif durch 


durch 


»=0, k=i 
,'=1, fc'-H 
•'=2, fc'=0 


| u.d. Add. 
u. d. Add. u. Subtr. 


,'=(), k = 2 
t= 1 , * = 3 

r-2, ä = 4 


u. d. Subtr. 


t'=3, A'= 1 




elc. 




i'=4, *'=2 


u. d. Subtr. 






etc. 








— 'iftt durch 


-1-3/4* durch 


»'=0, k'= 3 




»'=0, *'=3 




i=1, *'=2 
i'=2, * = 1 


u. d. Add. 


t=1, fc = 4 
,'=2, *'=5 


u. d. Subtr. 


t'= 3, * = 0 


u. d. Add. u. Subtr. 


etc. 




x'= 4, k = i 








» = 5, *'=2 


u. d. Subtr. 






etc. 




* 





u. s.w. Es ist noch hiebei zu bemerken, dass zufolge der Formeln 
(22) und (23) von den vier partiellen Produclen, die jedes Paar der 
Argumente der Factoren giebt, immer Drei dasselbe und Eins das ent- 
gegengesetzte Zeichen erhalten, dass nemlich immer entweder Drei 
das +, und Eins das —Zeichen, oder Drei das — , und Eins das 
-t-Zeichen bekommen ; die Zeichen der vier Producte selbst mögen be- 
schaffen sein wie sie wollen. Ferner ist immer fUr je vier zusammen- 
gehörige partielle Producte, abgesehen von den Zeichen, 

ill _ Jü oder ÜmI 
W — (») oaer («) Ü) 

Diese beiden Eigenschaften können dienen um ZeicheniiTungen zu ver- 
meiden und um Fehler in den Producten zu erkennen. 
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Ich habe bisher immer als allgemeine Grenze der aufzunehmenden 
Glieder 0"001 angenommen, und vermiltelst dieser Grenze ist es leicht 
anzugeben, welche Glieder in jedem der beiden Factoren überhaupt 
angewandt werden müssen. Es sind aber jedesmal Glieder vorhanden, 
deren Coefficienten im Producl mit einer grösseren Anzahl von Decimal- 
slellen angegeben werden müssen; diese sind diejenigen, aus welchen 
die Sacularänderungen hervorgehen , und diejenigen , welche bei den 
Integrationen kleine Divisoren bekommen. Die Sacularänderungen ent- 
stehen aus den Gliedern der Producle, die mit den Argumenten 

multiplicirt sind, sowie aus den Gliedern der Factoren ^ , v, etc., die 
in der ersten Annäherung schon mil # multiplicirt sind, und wenn i, und ij 
die Wcrthe von i und i in den Producten sind, die einem kleinen Di- 
visor angehören, so erhalleu bei den Integrationen die mit 

5|-?+R+<-W«-i'| 

mulliplicirten Glieder vorzugsweise diesen Divisor, und zwar bekommt 
das zweite dieser Glieder das Quadrat, und die übrigen die erste Potenz 
desselben. Strenge genommen bekommen auch die mil 

*| (,,-1 

J (,>| j 

mulliplicirten Glieder die erste Polenz dieses Divisors, aber diese 
Glieder werden zugleich mit \e multiplicirt, und dieser Umstand lahmt, 
wenigstens in den meisten Fallen , die Wirkung des kleinen Divisors. 

Die Glieder, aus welchen die Sacularänderungen entstehen, habe ich 
immer bis auf 0,00001 berechnet; bei denen, welche kleine Divisoren 
bekommen , muss sich die anzusetzende Zahl von Decimalen nach dem 
Divisor richten. In unserm Beispiel , wo die kleinsten Divisoren bei den 



COS I 



cos 



I 



Digitized by Google 



Methode zur Berechnung der absolut. Störungen der ml. Planeten. 171 

Argumenten 1,-3 und 2,-6 vorkommen . habe ich für den ersten die 
Coeflicienten bis aufOrüOOOl, und für den andern bis auf O'/OOOI an- 
zusetzen für ausreichend gehalten. 

In den Productcn (^J^*) — . »*, etc. kommen auch ein paar Glieder 
vor, die mit «* multiplicirt siud; diese habe ich mit zwei Decimalen mehr 
wie die anderen Sacularanderungen berechnet. 

Um erkennen zu können, wie weil die im §.7 (II) entwickelten 
Bedingungsgleichungen in der Thal durch die Rechnung erfüllt worden 
sind, habe ich in jedem Producl auch das constanlc Glied bis auf 
0.00001 berechnet. 

Es ist dienlich die Glieder, die mit mehr Decimalen wie allgemein 
anzusetzen sind , für sich zu behandeln , das heissl die Blatter, auf wel- 
chen die Logarithmen der partiellen Producta stehen, durchzugehen und 
nachzusehen, ob keins der hieher gehörigen partiellen Producte ausge- 
lassen ist, und die zu diesen partiellen Producten gehörigen Zahlen ab- 
gesondert von denen, die zu den übrigen Argumenten gehören, aufzu- 
schlagen und niederzuschreiben. 

Die Producte 4°" - und Bv sind die grössten von Allen. In unserm 
Beispiel waren für die Logarithmen der partiellen Producte derselben 
5 Folioblatler erforderlich, auf deren einen Seiten die Logarithmen des 
einen, und auf deren anderen Seiten die Logarithmen des anderen Pro- 
ducts berechnet wurden. Es versteht sich aber hiebei von selbst, dass 
ein grosser Theil des Papiers wegen der Unmerklichkeil der bezüglichen 
partiellen Producte leer bleibt, und man kann dieses schon daraus be- 
urtheilen, dass für die Zahlen dieser beiden Producte nur drei Folio- 
blatler erforderlich waren. 

54. 

Ich führe jetzt die Producte für die Längenstörungen unsers Bei- 
spiels an, und setze zuerst die Glieder, die den Factor * nicht enthalten, 
und darauf, die denselben enthalten, an, und die aus den in den Aus- 
drücken von £~ , p, etc. enthaltenen mit e multiplicirlen Gliedern ent- 
standen sind. 

Da in unserm Beispiel <tt sehr klein ist, so fügt das erste Producl 
nur den Gliedern , die den kleinsten Divisor enthalten , ein Weniges 
hinzu, nemlich 
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GR« 




-sin 


cos 


1,-3 


—0:0001 4 






-HO. 00004 






-i-o.ooo fr, 





2,-3 








-0.00021 


—o:ooo2o 



Die übrigen Producte bekam ich wie folgt. 





t anäx 
A r 


Bv 




1 

*• 


/.( 


—sin 


cos 


— sin 


cos 


—sin 


cos 


0,0,0 




(+0?00157 


• 


t— O"00U5 




j —0:00002 




(—0.00245 




' —0 00974 




t-0.00001 


-1,1,0 


+0:00767 


+0.0(910 


— 0"00440 




0700000 


+0.00004 


0,1,0 


+0.475 


+0.321 


_l_ft (56 




—0.006 


—0.002 


-1,2,0 


-0.260 


—0.192 


— 0.031 


—0.004 


+0.004 


+0.002 


1,0.0 


-0.32231 


1 —0 20202 


-0.14059 


/ O 0^*0*47 
1 — U.UaSO i 

i 0 0MM7 


. .0 00*71 


< — 0.00004 
1—0.00004 


2,0 


-4-A ook 


O QiQ 


+u.urz 


+U.IM7 


—0.005 


—0.007 




0.003 


■4-0 152 


0 nn7 










0.000 


■4-0 213 


o niR 


— II .uzo 




* 


3,0 


0.000 


—0.061 


0 019 


— n 027 








0.000 


+0.031 


+0.002 


+0.001 








+0.002 


+0.046 


+0.020 


+0.028 






-2,-1 


—0.092 


+0.003 


—0.020 


—0.008 








-1-0.058 


—0.001 


+0.030 


+0.009 








-1-0.049 


-0.004 


-0.003 


0.000 




-1,-1 


-0.422 


+ 0.120 


+0.046 


+0.005 


— 0.013 


—0.004 




-1-0.225 


—0.064 


-0.028 


—0.009 


+0.007 


+ 0.002 




+0.195 


-0.054 


-0.021 


0.000 


+0.007 


+ 0.002 


0,-1 


+0.345 


+0.202 


+0.129 


+0.099 








—0.193 


-0.111 


—0.129 


—0.076 








—0.176 


—0.100 


+0.001 


— 0:019 






1,-1 


+0.034 


+0.089 


-0.0(3 


+0.023 


— 0.003 


— 0.005 




-0.008 


-0.073 


+0.0(2 


— 0.003 


+0.002 


+0.002 




—0.009 


— 0.060 


+0.007 


—0.022 


+0.002 


+0.002 


2,-1 


+0.143 • 


—0.402 


+0.072 


—0.160 


+0.002 


+0.003 




-0.077 


+0.199 


-0.009 


+0.037 


-0.001 


-0.002 




—0.117 


+0.308 


— 0.078 


+0.145 


I -0.00( 


-0.002 


3,-1 


-0.255 


+0.058 


+0.029 


—0.028 








+0.104 


-0.022 


-0.0(0 


+ 0.009 








+0.191 


-0.053 


—0.0(9 


+0.024 






-1,-2 


+ 0.003 


+0.057 


— 0.003 


+0.028 








+0.001 


-0.051 


+0.002 


-0.037 








-0.004 


-0.025 


+0.001 


+0.004 
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—2 


+0:026 


-0:0*3 


+0"00i 


-0:059 










—0.014 


-»-0.030 


—0.009 


+0 027 










■ A AAS* 

-»-0.00b 


■ A A r% A 

+0.028 


+0.003 


+ 0.036 






«, 


—2 


— 0.131 


-»-0.539 


—0.066 


+0.261 


— 0:003 


+0TO03 






-»-0.076 


— 0.274 


+0.019 


—0.048 


+0.004 


—0.001 






-»-0.0/6 


St Als« 

—0.316 


+0.045 


—0.213 


+0.001 


—0.001 


*, 


—2 


4-0.024 


—0.068 


+0.060 


—0.001 


+0.016 


— 0.011 
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In den vorstehenden Producten habe ich von den constanten Glie- 
dern das Einfache angesetzt, weil sie keinen Multiplikationen mehr unter- 
liegen. Um das Hinschreiben der vielen Nullen zu vermeiden, habe ich 
alle mit t multiplicirten Glieder in Einheiten von 0:00001 angesetzt, 
und werde damit forlfahren. In den drei ersten Producten habe ich 
die constanten Glieder und die Coefficienten von cos y in zwei getrenn- 
ten Theilen angesetzt, und zwar enthalt der erste Theil die Werthe, die 
aus den Combinationen t'=0, fc's* 0.' und der zweite Theil die Werthe, 
die aus den Combinalioncn •'■H, Jfc'sM; t'=2, /c'=2 etc. entstanden 
sind. Der zweite Theil enthalt also die Glieder, die zufolge des ersten 
Satzes des §. 7 (II) im Verhültniss \e:\ mit einander stehen müssen, 
wahrend der erste Theil, indem er die Glieder in sich fasst, die aus den 
in der ersten Annäherung den Integralen hinzugefügten Constanten ent- 
standen sind, zufolge des dritten Satzes des §. 7 II dieser Relation nicht 
gnügen kann. Da zufolge des angezogenen Paragraphen die aus den 
den Breitenslöningen hinzugerügten Constanten entstehenden Glieder 
dieser Relation gnügen, so war diese Trennung in den beiden letzten 
Producten nicht nblhig. 
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In den drei letzten Producten sind die meisten Glieder, wie man 
sieht, ganz unerheblich, und ich hatte sie daher ohne Schaden des End- 
resultats weglassen können. Da aber dieses das erste Mal ist, dass die 
vom Quadrat der störenden Kraft entstehenden Störungen eines der 
kleinen Planeten erscheinen, so wollte ich keines dieser Glieder 
weglassen. 

55. 

Addirt man nun die bez. Coefficienten der vorstehenden Producte, 
so bekommt man für das Differential von<W 0 die folgenden Coefficienten. 
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+0.437 


0,-2 


+0.030 


—0.082 


-1,2,0 


-0.28t 


-0.191 


—0.030 


+0.045 


1,0,0 


-0.47589 


(_0. 08982 


+0.016 


+0.0/5 




1—0.29632 


1,-2 


—0.202 


+0.806 


,. 


-1-0.022 


—0.343 




+0.100 


—0.321 




-0.008 


+0.146 


+0.127 


-0.537 




— 0.0t6 


+0.249 


2,-2 ! +0.123 


—0.077 


3,0 


-0.019 


— 0.088 


I 


—0.042 


+0.020 




+0.002 


+0.032 


1 


-0.114 


+0.061 




+0.022 


+0.071 


3,-2 


-0.177 


-0.018 


-2,-4 


—0.110 


— 0.008 




— 0.003 


+0.004 


+0.085 


+0.011 




+0.276 


+0.036 




+0.047 


-0.004 


4,-2 


+0.089 


+0.173 




—0.403 


+0.118 




—0.036 
— 0.072 


-0.094 




+0.228 


—0.066 




—0.116 




+0.175 


— 0.053 


0.—3 1 +0.070 


—0.026 


0,-1 


+0.477 


+0.304 




—0.06174 


+0.01737 




—0.328 


—0.195 




-0.015 


+0.013 




—0.172 


—0.115 








+0.018 


+ 0.116 


1,-3 


-0.21095 
+0.11976 


+0.15846 
-0.10239 




+0.013 
— 0.005 


— 0.057 

— 0.109 




+0.19722 


-0.14396 




+0.224 


-0.565 


2,-3 


+0.784 


-0.064 




-0.088 


+0.232 




-0.327 


+0.011 




— 0.203 


+ 0.460 




—0.65548 


+0.03580 


3,-t 


—0.246 


+0.037 


3,-3 


-0.035 


-0.032 




+0.099 


—0.014 




-0.022 


-0.001 


1 


+0.193 


-0.036 




+0.069 


+0.057 
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4,-3 


4-0:007 


4-0T069 


3,-5 


-o:oi6 


4-0.3:' t 




■ A A A O 

-»-0.003 


4-0.012 




4-0.019 


— U. 1 




A AAR 


a i 




— 0.017 


—0.029 


5,-3 


4-0.074 


—0.077 


4,-5 


-0.073 


. A 1 ul t 

4-0. 1 24 




—0.031 


4-0.03/ 


1 


-0.021 


a an 
— U . II 1 ' 




— O.Ubu 


. A fUtl 

4-0. Ool 


4-0.H9 


0 15S 


1,-4 


—0.046 


— 0.001 


5,-5 


— 0.067 


■ A A rt f 

4-0.004 




4-0.038 


4-0.01 2 




4- 0.0z 1 


i A AAi 




4-0. Ozz 


n AIÜ 

— o.o I y 




. a Aca 
4-u.UOZ 


—0 00 fi 

^~U .UV/U 


2,-4 


-HO. 213 


4-0.127 


6,-5 


4-0.091 


4-0.068 




f\ (LI 

— 0.123 


— 0.066 


< 


A A C A 

— 0.040 


A AT? 




A IUI 
0. | »1 


— U. 1 1 1 


—0 051 


3,-4 


—0.198 


—0.395 


1,-6 


0.000 


A AAA 

, 0.000 




. a A-r H 

4-0. Oi / 


■ A J 'JA 




■ A AAJU 

4-0.00 1 N 


— u.uuuz 




4-0. Iii 


■ A *7 tt 

4»U.«J 




a aaa 


0 000 


4.-4 


4-0.045 


—0.094 


8,-« , 


4-0.0052 


■ A AAt'O 

4-O.OOoz 




— 0.01 4 


4-0.041 




— 0.0054 


. A AAIA 
-t- U . U U 1 U 




— 0.0.1 y 


. A AÖ | 




-0.0142 


n OOi 1 

U,OUt 1 


5,-4 


—0.128 


4-0.066 


3,-6 


-0.026 


4-0.040 




4-0.067 


a a a *j 
— 0.033 




4-0.019 


a a?K 

— U.UIo 




. A ATfi 

4-0. U /o 


n ftM 

— U.UOO 




4-0.0031 


— 0.001 5 


6,-4 


— 0.020 


— 0.003 


4,-6 


4-0.270 


A AK E 

— 0.055 




4-0. 0H 


4-0.001 


1 


-0.132 


4-0.017 




4-0.012 


4-0.005 


1 


-0.128 


4-0.032 


1,-5 


—0.006 


—0.001 


5,-6 


4-0.047 


— 0.0:12 




4-0.004 


4-0.003 


1 


4-0. 007 


4-0. 0*9 




4-0.003 


-0.016 


-0.070 


-0.008 


1,-8 


4-0.034 


4-0.018 


6,-6 


4-0.016 


4-0.056 




—0.013 


—0.008 




— 0.005 


— 0.021 




-0.039 


—0.019 




-0.016 


-0.051 



— fi sin 


« cos 




— € sin 


c cos 


0,0,0 




—0.93 




— 16 


4-2 


-1,1,0 


—3.47 


4-4.81 




4-3 


4-1 


0,1,0 


-3 


4-46 




4-21 


-12 


-1,2,0 


4-5.3 


-6 


4-70 


-24 


1,0,0 


4-17.68 


-85.34 




-17 


4-3 


-165 
4-26 
4-197 




-87 


4-34 


2,0 


4-63 
-9 
-73 


0,-2 


-27 
-68 
4-91 


-18 
-42 
4-59 


3,0 


-14 


4-9 


1.-2 


4-176 


4-427 




4-4 


—2 




—62 


-45 




4-14 


—9 




— 1 10 


-75 


-1>l 


-11 


4-39 


2,-2 


4-95 


4-121 




4-94 


-79 




-29 


-36 




-30 


4-23 




-94 


-123 


o.-l 


—9 


4-7 


3,-2 


-26 


4-10 




-28 


4-18 






-27 




4-26 


-17 




4-47 


4-41 
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0,-3 


-1 


— 1 1 


3,-3 


+ 77 


-106 




— 40.2» 


— 11.74 




-24 


+ 31 




+9 


+ 32 




-77 


+ 114 


1,-3 


-1-0.46 


+ 110.68 


4.-3 


+ 27 


+ 17 




— 14.75 


+ 10.38 




-20 


+ 5 




+21.50 


-141.91 




-1 


-38 


.... 


-1-66 


-149 










—20 


+ 53 










—56.08 


+ 102.33 









Vermöge des ersten Satzes des §. 7 (II) muss hier die Gleichung 
— 0:01259+0:29632x^=0 
stattfinden, nnd die Substitution des numerischen Werlhes von e iu diese 
Gleichung giebt —0:00002, welche Uebereinstimmung als sehr gut 
bezeichnet werden muss, da die Unrichtigkeiten der letzten Stelle der 
Zahlen in dieser Gleichung, deren Glieder aus dem Aggregat vieler Glie- 
der bestehen, leicht eine Unrichtigkeit von einer grössern Anzahl von 
Einheiten in den letzten Stellen der obigen Zahlenwerlhe hatte hervor- 
bringen können. Um naher zu zeigen, wie hier die Fehler der letzten 
Stellen beschaffen sind, bemerke ich, dass der angeführte Satz für jede 
der Combinationen t"=1, fc'=1; i'=2, *'=2, etc. und für die drei 
ersten Producle, sowie für die beiden letzten abgesondert stattfinden 
muss, und habe daher aus meinen Rechnungen die zu jeder derselben 
gehörigen Zahlenwerlhe ausgezogen, die ich hier anführe. Die Zahlen 
der ersten Zeile sind im Ganzen aus den beiden letzten mit u und w, 
multiplicirten Producten, die der übrigen Zeilen für die beigesetzten 
Combinationen aus den drei ersten Producten entstanden. 

für soll sein wird 

-0:00039+0:00879x|«=0= — 0:00002 
t t'=*'=1,— 0.00003+0.00032Xic=0= — 0.00002 
' t'=/c'=2, — 0.000Ö7+0.01 560X |e=0=+0.00009 
i=k=l —0.01 1 68+0.27 361 X Jc=0=— 0.00007 
t*=*'=4,_0.00007+0.000iix±c=0=-0.0000o 
tW=5. +0.0001 5-0.00287Xie=0=+0.00003 
t'=/c=f>, 0.00000+0.00043X4f=0=+0.00002 

Summe —0:0 1 2ü9+0:29632xi<?=0=— 0:00002 

wie oben 

Die Anwendung der im vor. § erklärten Conti olen gab stets nur 
Unterschiede von höchstens zwei bis drei Einheiten der letzten Stellt', 
und ich halte nicht für nöthig, diese hier speciell anzuführen; ich inaehr 



V. A. Hansen, 



nur aufmerksam darauf, dass das Product Cd— gleich Null werden muss, 
wenn man darin tj in * verwandeil, und da ich die letzten Stellen immer 
unverändert so gelassen habe, wie die Rechnung sie mir gegeben hat, 
so ist aus der bez. Tafel des vor. Art. ohne Weiteres ersichtlich , wie 
die Conlrole für dieses Product mit der Rechnung Ubereinstimmt. 

56. 

Die für die Hauptprufung der Rechnung zu berechnenden, im 
Art. 20 angegebenen Producle fanden sich wie folgt. Zuerst 



i, t" j -sin 


cos 


t,-3 +0:00005 


o:ooooo 



und dann 



t 


•1 
,1 


A' — 
r 

—sin cos 


Br 


D' - M - + E' 

cos i cos 1 


—sin 


cos 


— sin 


cos 


0 


0 




+0:00737 




+0:00714 




+0:00041 


1 


0 


-0T455 


-0.117 


| -0:055 


-0.039 


-0:003 


-0.003 


2 


0 


+0.008 


+0.123 


—0.007 


—0.013 


0.000 


+0.008 


3 


0 


—0.002 


+0.010 


+0.007 


+0.011 


0.000 


0.000 


2 


-1 


+0.020 


-0.003 


I +0.008 


+ 0.002 


0.000 


0.000 


— 1 


-1 


+0.141 


-0.035 


| -0.014 


-0.002 


i +0.004 


+0.001 


0 


— 1 


— 0.4 15 


—0.068 


1 —0.040 


— 0.030 


0.000 


—0.001 


1 




—0.004 


-0.037 


+0.013 


—0.013 


+0.002 


-0.003 


2, 


Ii 


-0.056 


+0.148 


-0.024 • 


+0.051 


1 -0.001 


+0.001 




-1 


-»-0.090 


-0.024 


—0.010 


+0.006 


+0.006 


—0.001 


—Ii 


1 

-2 


—0.002 


—0.015 


0.000 


—0.010 


—0.001 


0.000 


o, 


-2 


— 0.010 


+0.015 


—0.003 


+0.022 


| -0.001 


—0.001 




-2 


-f-0.046 


— 0.182 


+0.026 


—0.087 


+0.004 


—0.002 




2 


— 0.009 


+0.029 


—0.027 


—0.001 


—0.010 


—0.001 


3! 


— 2 


— 0.047 


-0.005 


+0.123 


+ 0.014 


+ 0.004 


+0.001 


4, 


—2 


-0.033 


-0.052 


+0.009 


+0.005 


-0.001 


-0.004 


0, 


—3 


— 0.009 


+0.001 


—0.003 


+0.004 


+0.002 


0.000 


1, 


—3 


+0.05078 


—0.03383 


+0.03623 


—0.01864 


+0.00269 


—0.00140 


2, 


—3 '•■ 


-0.470 


+0.025 


-0.086 


+0.004 


-0.005 


-0.005 


3, 


— 3 


-0.025 


—0.033 


+0.023 


+ 0.031 


+0.007 


+0.011 


4, 


—3 


+0.023 


+ 0.082 


-0.021 


—0.099 


+0.001 


-0.002 


5, 




—0.023 


+0.039 


+0.004 


-0.009 


-0.003 


+0.003 


1, 


:r 


+ 0.012 


0.000 


+0.010 


+0.002 




2, 


— 4 


—0.049 


—0.029 


—0.030 


— 0.02S 






3, 


— 4 


+ 0 04? 


+0.060 | +0.020 


+0.072 
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4, 


—4 1 


—07026 


+07037 


+07004 


+07002 ! 






5, 


-4 


+0.097 


—0.046 


— 0.054 


+0.021 






6, 


-4 


+0.008 


+0.004 


—0.007 


+0.001 






| ; 


-5 


+0.002 


+0 002 

ff V • v V *> 


0 000 


0.000 






i } 


-5 


—0.007 


+0.001 


—0.002 


—0.010 






3, 


—5 


+0 022 


—0 108 


—0 024 


+0.039 






4, 


-5 


+0.020 


-0.037 


+ 0.093 


-0.066 






5, 


—5 


+0.026 


+0.009 


+0.005 


-0.004 






6, 


—5 


—0.053 


—0.051 


+0.027 


+0.028 






2, 


-6 


—0.0019 


+0.0002 


—0.0005 


—0.0020 


+070003 


+070002 


3, 


-6 


+0.024 


-0.021 


—0.005 


+0.006 


-0.004 


-0.004 


4, 


—6 


1 —0.139 


+0.012 


+0.050 


+0.003 






■ 


=; 


+0.055 


+0.062 


| -0.065 


-0.049 






6, 




! -0.001 


-0.022 


-0.005 


-0.001 II 





— e sin 


e cos 


— £ sin 


e cos 


— e sin 


e cos 


0,0 




+0.34 




+ 0.52 




+ 4.88 


1,0 




-3 





-2 


+5 


-44 


2,0 











-49 


+ 55 


3,0 


+2 


-3 


-2 


+2 


+5 


— 2 


-1,-1 








+ 47 


-44 


0,-1 


+ 2 


-2 


+ 3 


-2 


-3 


+ 2 


1,-« 


+ 1 


+ 1 


+2 


i 

-1 


+4 


-5 


2. — 1 


I _l 


+ 1 


—6 


+ 4 


-20 


+6 


0,-2 


+ 7 


+ 5 


+ 5 


+ i 


-2 


-2 


1,-8 


-39 


-30 


-20 


-46 


+ 5 


+8 


2,-2 


+ 4 


+ 2 


"* 


-6 


-25 


-37 


3,-2 


— 43 


-43 


+9 


+ 26 


+ 44 


+ 46 


0,-3 




+2 




+ 4 


-4 


+6 


1,-3 


-3.41 


-44.77 


-0.70 


-40.25 


+ 5.48 


-4 4.33 


2,-3 


— 14 


+ 42 


-8 


+20 


+ 6 


-46 


3,-3 


+ 2 


-40 


—6 


+ 40 


-22 


+ 36 


4,-3 


-33 


+22 


+ 19 


-14 


+ 7 


+47 



Die hier in den beiden letzten Columnen gegebenen Zahlen habe ich 
aus den bez. Tafeln tu i die Längenslörungen genommen, die Zahlen dei 
übrigen Columnen rausslen aber direcl berechuet werden. Die Addition 
dieser Zablengrössen giebt nun 



dt 



»»» 


— sin 


cos 


*, * 


—sin 


cos 


0,0 
1,0 

2,0 
3,0 


—07213 
+0.001 
+0.005 


+ 0701492 
-0.159 
+0.14 8 
+0.024 


-2,-1 
-1,-4 

0, -4 

1, -1 


+07028 
+0.434 
—0.4 55 
1 +0.041 


—07004 
—0.036 
— 0.099 
-0.053 



Digitized by Google 



184 



P. A. Hansk 



2, 


— t 


— 0:081 


+O.'20O 


81 


— 4 


+0^062 


+o:i 32 


3, 


— 1 


-»-0.086 


—0.019 


4, 


— 4 


—0.022 


+0.039 


-1, 


2 


— 0.003 


—0.025 


5, 


— 4 


+0.013 


—0.025 


0, 


— 2 


— 0.014 


+ 0.036 


6, 


— 4 


+0.001 


+0.005 


1 


—2 


-»-0.076 


— 0.271 


1, 


-5 


+0.002 


+0.00« 


2 


2 


j —0.046 


+ 0.027 


2, 


-5 


-0.009 


— 0.009 


3, 


— 2 


-»-0.080 


+0.010 


3, 


-5 


-0.002 


-0.069 


i, 


—2 


—0.025 


—0.051 


4, 


—5 


+0.113 


—0.103 


o, 


-3 


-0.010 


+0.005 


5, 


— 5 


+0.031 


+0.005 


| ( 


3 


-«-0 08975 


—0 05387 


6, 


—5 


—0.026 


— 0.026 


2 


—3 


—0.261 


+ 0.024 


2 


— 6 


—0.0021 


—0.0016 


8, 


—3 


-»-0.005 


+0.009 


3, 


—6 


+0.015 


—0.016 


4, 


— 3 


+0.003 


—0.019 


4, 


—6 


—0.089 


+0.015 


5, 


— 3 


—0.022 


+0.033 


5, 


—6 


—0.010 


+0.013 


1, 


— 1 


+ 0.022 


+ 0.002 


6, 


— 6 


-0.006 


-0.023 


2, 


— 4 


—0.079 


—0.057 











J«. 



!' — e sin 


e cos 




— e sin 


£ COS 


0,0 




+2.71 


2,-2 


| -28 


— 41 


1,0 


+ 5 


-19 


3,-2 


+ 10 




2,0 


-19 


+55 


0,-3 


-1 


+9 


3,0 


+5 


—3 


1,-3 


+ 1.37 


—39.35 


-4,-1 


+ 16 


-14 


2,-3 


-16 


+ 46 


0,-1 


+2 


-2 


3,-3 


-26 


+36 




+ 7 


-5 


4,-3 


-7 


-9 


2,-1 


— 27 


+ 8 








0,-2 


+ 10 


+7 








1,-2 


-54 


-38 









57. 



Ferner sind die folgenden noch zu den Langenstörungen, der Be- 
dingungsgleichung und den Störungen des Radius gehörigen Producte 
berechnet worden. 



\d n ) r 



I 



tv.d 



1, 1 

0,0 
1.0 
2,0 
3,0 

■2.-1 

•4,-1 

4),— 4 |. +0.267 

4,-4 , +0.334 

2, -1 —0.207 

3, -1 +0.04» 



cos 

-4:0753 

+ 0.355 
+ 0.628 
+ 0.002 
—0.021 
— 0.765 



sin 



cos 



1" 



sin 



cos 



+1:029 

+ 2.805 
+0.049 

+ 0.015 
+0.173 
+ 0.272 
+0.243 
+ 0.516 
+ n.i)| | 



+1:0391 

+0.235 ' 
+0.154 
-0.002 
+0.003 
— 0.035 
—0.093 
-0.063 
-0.046 
+0.002 



+o:i33 
+0.663 
-0.004 

+0.002 
—0.001 
— 0.057 
-0.021 
+0.083 
+0.001 



-0T027 
—0.211 

0.000 
-0.001 
+0.002 
+0.012 
-0.036 
+ 0.043 
+0.008 

0.000 



sin 



-0:i24 
+0.002 
-0.003 

0.000 
+ 0.004 
—0.032 
+0.017 
—0.021 

0.000 
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-1, 


-2 1 


+0:001 


+0:044 


0T000 


+ OT020 


0"000 


-0T004 


o, 


—2 


+0.044 


—0.794 


—0.027 


+0.134 


+0.015 


-0.071 


1, 


g 


+0.334 


— 1.216 


—0.098 


+0.285 


+0.005 


+0.063 


2, 


—2 


—0.834 


+0.090 


-0.177 


+0.018 


+0.113 


— 0.022 


3, 


—2 


— 1 .450 


—0.129 


—0.346 


—0.031 


— 0.075 


—0.004 


4, 


— 2 


— 0.037 


— 0.020 


0.000 


0.000 


0.000 


0.000 


n , 


-3 


+ 0.038 


-2.066 


+ 0.055 


-0.116 


-0.062 


+0.086 


1, 


—3 


-2.0365 


+ 2.2401 


+0.7303 


-0.5866 


-0.049 


+0.026 


2, 


—3 


-2.375 


+ 0.435 


+0.242 


+ 0.026 


—0.179 


—0.034 


3, 


— 3 


+ 2.572 


+2.21 2 


+ 0.671 


+0.554 


—0.030 


—0.020 


4, 


—3 


+0.081 


+ 0.236 


+0.006 


+0.039 


+0.005 


+0.026 


5, 


— 3 


—0.004 


+0.012 


0.000 


0.000 


0.000 


0.000 


0, 


— 4 


+0.043 


+0.009 


+0.002 


— 0.002 


0.000 


0.000 


1, 


— 4 


—0.1 18 
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+0.0003 
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| eeos 


— « sin 


e cos 


— e sin 


0,0,0 


-1-8.08 




+0.17 




-1,1,0 


-8.08 


-0.25 


-0.17 


-0.27 


0,1,0 


_ 


- 







-1,2,0 
1,0,0 


-4-96 


-17 


+ 2 


—4 


-95.20 


+ 16.78 


-2.07 


+ 0.30 


2,0 


-8 
-2 
-1-10 


+ 1 

+ 2 

-5 






3,0 


■ 





«HM 






-10 


+6 


+2 


— 1 




-+-9 


-6 


—2 


+ 1 


0,-3 


+2 





+1 





• 


-1-9.7 


-3.4 


-2.0 


-0.8 




-11 


+3 


+1 




1,-3 


-3.9 


+2.1 


-1.6 


+0.9 


-1-21.4 


+2.7 


+ 11.8 


+0.6 




-17.4 


-4.7 


-10.2 


-1.5 


2,-3 


-3 










— S6 


- AI 

+21 


SA 

— ZU 


+9 




+37.2 


-20.2 


+20.6 


-9.3 


3,-3 


+5 


—4 








— 19 


+6 


+ 10 


-2 




+ 13 


-1 


—10 


+2 


4,-3 


+ 1 




— 1 






+22 


-24 


-14 


+ 15 




-23 


+25 


+ 15 


-16 



Die Summe der vorstehenden Producte giebt: 

















cosi 


dt 








I 

cos 


— sin 


i, C 


COS 


— sin 


0,0,0 


-0T00033 




-2,-1- 


orooo 


-0:002 


-1,1,0 


-0.00854 


+ 0T10312 




—0-005 


+0.018 


—0.001 


— 0.008 




-1-0.007 


—0.019 


0,1,0 


-1,-1 


-4,2,0 


-0.013 


— 0.016 


0.000 


+0.001 


1,0,0 


+0.00471 


+0.02983 




—0.019 
-1-0.014 


-0.051 
-»-0.042 


2,0 


+0.003 


+0.003 


0-1 


— 0.008 


0.000 




+0.010 


+0.012 




+ 0.024 


+ 0.014 




-0.040 


—0.023 




—0.015 


—0.034 Ä 


3,0 


+0.002 


+0.002 


1,-1 


— 0.001 


+0.001 




—0.013 


—0.001 




— 0.099 


-0.052 




+ Ü.0I0 

• 


0.000 




+0.146 


+0.054 
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+0"007 


+OT005 


1,-3 


-0:0012 


+0:0012 




■ A AI" 

+ 0.017 


— 0.004 




— 0.0125 


+0.0660 




— U.llio 


A All 

— O.Ol 1 




+ 0.0196 


—0.0819 


r\ A 

3,-1 


0.000 


+0.001 


2,-3 


+0.004 


—0.003 




A A A M 

— 0.007 


+ 0.001 




—0.008 


+0.033 




■ a nai 


A All 

— 0.01 1 




A A A 1 O 

— 0.0048 


+0.0084 


-1,-2 


+0.005 


0.000 


3,-3 


—0.001 


0.000 




A /\ Ck Ii 

— 0.02z 


—0.009 


— 0.016 


+ 0.005 




. A A99 


. n AI "7 




A All 

— 0.01 9 


A A AU 

— 0.038 


A Ck 

0,-2 


+ 0.001 


0.000 


4,-3 


0.000 


+0.001 




■ A A fl ■ 

+ 0.084 


— 0.009 




— 0.002 


+ 0.007 




A ATT 


+0.Ü0Ü 




A AAf 

—0.007 


+0.004 


1 Ck 


— 0.003 


—0.001 


5,-3 


—0.001 


—0.001 




■ A A A 1 

+ 0.00.$ 


+0.007 


• 


— 0.005 


—0.001 




i A ASO 
-f- II . U Z <J 


— 0.00 / 




A A A A 

0.000 


0.000 


2,-2 


— 0.002 


0.000 


1,-6 


0.000 


0.000 




+0.022 


—0.007 




—0.0003 


— 0.0008 




— 0.050 


+ 0.051 




0.000 


0.000 


3,-2 


-0.003 


0.000 


2,-6 


—0.0002 


+0.0003 




— O.UO.i 


A A A i 

— 0.004 




+ 0.0080 


— 0.0046 




1 +0.002 


0.000 




+ 0.0007 


+ 0.0009 


4,-2 


0.000 


0.000 


3,-6 


0.000 


0.000 




— 0.009 


+0.003 




0.000 


0.000 




-0.001 


+0.004 




+ 0.0041 


-0.0025 


0,-3 

1 


0.000 
+0.0177 
-0.037 


+0.006 

-0.0253 

+0.021 









1 


6 COS 


— « sin 




e cos 


— s sin 


0,0,0 


+7.94 




0,-3 


+3 




-1,1,0 


-17 


-1 




+ 13.6 


— 4.1 


0,1,0 








-12 


+2 


-1,2,0 


+96 


-18 


1,-3 


\ -5.8 


+3.0 


1,0,0 


-93.62 


+ 16.19 




+ 18.2 


+5.1 


2,0 


—8 


+ 1 




— 18.4 


— 7.5 




-4 


+ 4 


2,-3 


-3 






+3 


-2 




-47 


+30 


3,0 








+56.3 


—30.1 


-8 


+5 


3,-3 


+5 


— 4 




+7 


-5 




-16 
+6 


+ 11 
-1 








4,-3 












+9 
-8 


-10 
+8 
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Endlich ist noch das folgende Product berechnet worden. 



4 /dfi, \ an Ja 
cos i \ dn ) r 



• * 0 

»,» 


sin 


cos 


t 




■ 

sin 


cos 


0,0 




-»-0:371 


2, 


—2 


1 +0:032 


+0:071 


1,0 


— 0T187 


—0.031 


3, 


_2 


+0.040 


+0.066 


2,0 


—0.238 


+0.148 


4, 


—2 


—0.002 


—0.006 


3,0 


— 0.005 


+0.003 


o, 


—3 


+0.161 


+0.152 


-2,-1 


-4-0.003 


+ 0 004 


1, 


-3 


-0.241 


+0.282 


-1,-1 


-»-0.01 1 


+0.034 


2, 


—3 


+0.098 


+0.202 




—0.062 


+0.030 


3, 


—3 


—0.502 


—0.118 


■i— * 


— 0.046 


+0.009 


4, 


—3 


—0.012 


— 0.001 


2,-1 


-0.041 


+0.033 


ii 


—6 


— 0.014 


—0.005 


«i i 

a, — i 


n toi a 


■ i\ nJrt 

-T*U . IM U 


2, 


—6 


+0.007 


+0.006 


— 1,-2 


-1-0.015 


+ 0.002 


3, 


— 6 


—0.088 


+0.176 


0,-2 


-1-0.068 


+0.037 


4, 


—6 


—0.073 


— 0 152 


1,-2 


+0.048 


+0.068 




-6 


—0.006 


—0.011 




• 

e sin 


€ COS 




• 

e sin 

. 


e cos 


0,0 




+ 1066 




— 3 


+759 


+ 1367 


1,0 


-14 


+ 129 




-3 


-1260 


-135 


2,0 


— 1305 


+ 1616 




—3 


I +1168 


+ 1014 


3,0 


—23 


+31 


3, 


-3 


— 1333 


+287 








*, 


—3 


-57 


+ 39 




«• sin 


e * cos 










0,0 




+ 5.22 










1,0 


-»-0.09 


+ 0.53 










2,0 


-t-2.40 


+ 4.68 










3,0 


+0.05 


+ 0.10 











Hiemit sind alle Producte berechnet, die in der Regel für die vom 
Quadrat der störenden Kraft abhängigen Glieder erfordert werden, in- 
dem das Quadrat der Saturnmasse, und mehr noch das der Marsmasse 
nur Unmerkliches wurde geben können. 

Da die aus dem Vorhergehenden sich ergebenden Breitenstörungen 
klein ausfallen werden, und ausserdem Controlen vorhanden sind, so 
habe ich nicht für nöthig gehalten, von der durch die Gleichung (101) (I) 
zu erlangenden Controle Gebrauch zu machen. 



Abband], d. K. S. (Je». tl.Wi*». VII. 13 
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60. 

Es ist noch der Productc zu erwähnen, die in dem zweiten Theil 
der Breitenslörungen zufolge des §.8 (II) vorkommen, die zwar in der 
Regel unmerklich sind, aber in ganz einzelnen Füllen Merkliches geben 
könnten. Von dem Quadrat und dem Product . braucht 
wohl weiter nichts gesagt zu werden, da diese beiden Producte auf die- 
selbe Weise erhalten werden können , wie + und (— ~ , deren 
Berechnung im Art. 51 erklart wurde. Es ist daher nur noch das Diffe- 
rential der r genannten Function zu betrachten, welche auch in der 
Reduction der Lünge auf die Fundamentalebene zufolge des §. I (I) vor- 
kommt. Nach % 8 (II) ist 



^rCOSi=-r.^ -.— ü 1 (-) 



Ar . _r 

df cost — fl . cos . icos , r 



setzen wir daher in demselben Sinne wie im Art. 27 

und wenden wieder den dort eingeführten Ausdruck für -~ an, so wird 
i cos ,, flI (ff) = Ä««) cos{i±k,i ± k) + (Z.d r ±Z e d,) sin [i±k.t±k') 
Zählt man die partiellen Productc wie folgt 

(3).(*) 
(*).(<) 

so bekommt man dieses Product durch folgendes Schema 

(3)| cos(tH-*, i'-hfc') + |(8)-K(*)1 sin (i+k, t'-h*') 
+ }(1)+(3)| cos (i-*, r — IT) + |(2)— (4)( sin (•— k. »'— **) 

welches dem Schema (22) analog ist. Wenn man nach der Ausführung 
dieser Multiplication irgend ein Glied dieses Products mit 

»M) ZU«) 

bezeichnet, so ist das entsprechende Glied in 

fcos i = \Z(i, o - f / /i f + 1 , f) - 4 Z(i-4, f)} £ & 0 

Nehmen wir in unserm Beispiel blos auf das Glied, welches bei 
der Integration den kleinsten Divisor bekommt, und auf die Säcular- 
änderungen Rücksicht, so wird 
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ä7 cos * 


*.* ! 


cos 


sin 


0,0 1 

« -3 


+0:00244 

+0.0048 


o:oooo 




e cos 


£ sin 


0,0 
1,0 
2,0 


0.00 


-4 
+ U 



welches sehr unbedeutend ist, obgleich die Neigung der Egeriabahn 
ziemlich gross ist. 

§. 6. Integration der im vor. § berechneten Glieder. 

6*. 

Die im vor. § vorkommenden Glieder, welche * nicht ausserhalb 
der Sinus- und Cosinuszeichen enthüllen, können ohne Ausnahme nach 
den in den §§. 4 und 5 (II) entwickelten Formeln integrirt werden, aber 
die, welche diesen Factor enthalten, verlangen besondere Vorschriften, 
da daraus in den Integralen theils ähnliche Glieder und theils solche 
hervorgehen, die den Factor nicht mehr haben. Lässt man einstweilen 
die willkuhrlichcn Constanten we$. so findet man leicht allgemein 

ßsia |(i~t»*-üj d,=- ^ f cos }(,--,» f -(7| 

ßcos\(i-i fl )*-U\d* = ^«sin 

wozu als Ausnahme das Integral 

jtdt = 1 f * 

gerechnet werden muss. Ferner wird 

fi'sinicde = ^- «* cos t * + sint t ^-cosi* 

fe cos i 6<U = -]- e 5 si n i e -+- e cos i e si n 1 6 

wozu als Ausnahme Je 1 de = 4 / * s gerechnet werden muss. Die Glieder 
der vorstehenden Integrale, in welchen der Factor * in einer niedrigeren 

t3- 
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Potenz vorkommt wie im Differential, bekommen in der Störungstheorie 
im Allgemeinen weit kleinere Coefflcienten wie die ausserdem vorhan- 
denen Glieder derselben Form, und können daher in den meisten Fällen 
Ubergangen werden, allein in gewissen Fallen, und namentlich in den 
Gliedern, die kleine Divisoren bekommen, können sie gross, und manch- 
mal grösser werden wie jene; man darf sie daher in der allgemeinen 
Entwickelung der Integrale nicht Ubergehen. 

68. 

Bei der Entwickelung der Integrale der Glieder der Differentiale 
zweiter Ordnung in Bezug auf die störenden Kräfte betrachten wir zuerst 
wie im §. 4 (II) den allgemeinen Fall, von welchem i'=0 ausgeschlossen 
ist. Wenn man, so weil es geschehen kann, dieselben Bezeichnungen 
wie dort anwendet, und wieder zur Abkürzung 

(t\ t) = (i— i» t—t {c — Cft) 
setzt, so ist im vor. § das Differential von dW it in folgender Form erhal- 
ten worden 

— ^Fd'.i'.c) sin fit) -+■ SFüjt *)cos(m ) 

— 2'G (i.i". c) sin (— iy ■*-(»,♦)) -I- SG l>',i',*)eo6(— t]-h{i t i'<) 

— £if(M\ü)8ffi(9+(M*)) -+" 2H(i,i',s) cos (t]+(i,i)) 
— * 2?F{i,t, c) sin H-f ^'F (i,t,s) cos 

— 1 2'G'(i,t", c) sin ( — +e^G'(i,i',$) cos ( — t]-h(i,i')) 
— f ZH'{i,i, c) sin (9-Hjtf)) +*2'£T(m ,*) cos fa-l-(M )) 
Setzt man nun beides für die Indices c und « 

wi-^! *>^i «sm-tS^ 

und hierauf 

C(m\c) = G 1 (m\ c )h-^' 
ll 0 (M\c)«ff 1 (i,,',c} + ^ ) 
F(m\*) = F 1 (m\*]-^ 
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so wird 

dW 0 == vF (i,i,c) cos (•.•") -♦- 2F m {i,f,i) m*{i?) 

-f- 2« (i\»,c)cos(— ^(il))^ W («',».«) sin (— ?+(t.ij) 
+ vfl (ii ,' t c) cos :<< r) ) + saß, i',8) sin (,+(1, t )) 
. +(±F; (*, i . c) cos (t. t ) +t±F; (*, » , f) sin (i, f) 

G; (i, r, c) cos (— i )) +* JSGfä f.«) sin (— i')) 
+,-tf 1 '(M', C )cos(, / -Ki,0) +«JBH,'(*»M sin fo+ftQ) 
und setzt man ferner 

/> (t-, o = f (i, o + g (<+ 1,0 + tf. (t- 1 . » ) 
/* (i, r) - f, (,-, o + c, (t+ 1 , i ) -h fl{ («- 1 , 

0(i,,-') = C (,+ |,|) -//(*- 1,.") 

wo wie immer das Weglassen der Indices c und * bedeuten soll , dass 
die Ausdrucke für jeden derselben besonders gelten, so ergiebt sich 

<NV 0 = vP(i,t.c)cos(i,0 + SP (»,»,*) sin (ü) 
H-^'F (i. f , c) cos (t, 0 t, «) sin (t, 0 

( d -df')= ^(t'.t,c)sin(i.i') - ^0 #) cos (U) 
-I-, v(? '(». «\ *) «in (•. 0 -*SQ (», ») cos fr i*) 



•63. 

Die Producte 

SdfWAanJx : fd* W.\ and* (d W,\ anSi agsint 

> 'lij r • v *i ) r • r 

sind im vor. § filr unser Beispiel einzeln angegeben worden, bildet man 
nun aus den dort angegebenen Coefficienten die Summen, und setzt 

(-%r) an ^ + "* — SJ(i,i\c) cos ^(t\i\«)sin(*,») 
-t-e± J (», T, c) cos (t, i") +e±'J (t, t", ») sin (i, t) 

(rf77~7 2Ä(t.t,c)sin(M)— 5Ä(t t «,*)cos^i - 

+*£K (m , c) sin (i,t-)-# 2K(i, i', t) cos (i, n 

und hierauf 

Jf(t, i') = / > (* I «)-»-' / ( 1 '. 0 
Jf (i, »') = i') -h J'(i. f) 

dann wird 
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^- = SM (t, i', c) cos (i, %') (», i", t) sin (i, t') 

+t£M!{i, T, c) cos (t, %) -*-e.2Äf(», *) sin (i, t'l 

und 

—2 ~ so (i, t", c) sin (i, i') — 2'iV(», t , «) cos (*, » ) 
+i r, c) sin (t, »') — « ^'iV(t, i', s) cos (i, » ) 

Um die letztere zu integriren, setze man 

s. (<-•". «)-s,(.\i\ 

S.(i,f,.)-S,(i,f,«)-2^ 
dann wird 

<idv = ZS u {i,i\c) cos (i,t) -h 2S a (i,t,s)s\n{U) 
-M (t, c) cos (*, »') (i, i, #) sin (*, ?) 

64. 

Wenn die Integrationen bis hieher ausgeführt sind, dann kann 
die in §. 3 analytisch entwickelte Bedingungsgleichung angewandt, und 
durch dieselbe geprüft werden , ob die vorangegangenen numerischen 
Rechnungen richtig ausgeführt worden sind. Unter den drei in (80), (81), 
(82) (I) angegebenen Formen dieser Gleichung habe ich in §. 3 die dritte 
benutzt, und werde auch diese hier anwenden, es liegt der Grund dafür 
darin , dass durch die Anwendung der zweiten Form das Quadrat v* 
uncontrolirt bleiben würde , und dass das Product 2*<f£ aus weit we- 
nigeren Gliedern besteht , wie das statt dessen in der ersten Form vor- 
kommende Product 2v~ t und also leichter zu berechnen ist, wie dieses. 
Die Gleichung (1) stelle ich jetzt für ihre Anwendung zur Controle der 
numerischen Rechnungen wie folgt, 

d -£ = -+- 2*— -|- 3** -+- 2wJ-£- 

und für unser Beispiel sind die beiden letzten Glieder dieser Gleichung 
im vor. § schon berechnet worden. Setzen wir nun für das Differential 
von djf, welches für unser Beispiel im Art. 56 berechnet worden ist, 

-jp = — y/J (i, •', c) sin (t, t') -l- ±'IJ f i, » , *) cos (i, t") 
— f 277'ft. t", c) sin (i, i"; -*-*27/'(t, t", *) cos 

dann wird 
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= * ■ 6 ) cos (*• 0 «swjft *) s ' n (*. 0 

-h*2/7, (i, »"', e) cos (m ) -t-«277;(t, t , t] sin (», »') 

nachdem 

gesetzt worden ist. Sei nun 

2T(t\i'.c)cos(i,t) + 2T(i, f,«) sin (i,r) 
+^T'(i t\ e) cos (i. *') -MJPTft * , •) sin (i, f) 

2r#^-= .i''/' (t,t\ c) cos (i. 1} -+■ (», t , •) sin (t, t") 
'=fZVli.i',c)cos (♦,») i',«) sin (•', i") 

und aus der Berechnung der Störungen erster Ordnung in Bezug auf die 
störenden Kräfte 

2,= ZS o{ i,i,c)cos(i t i) -h ^S 0 (t.i'.*)sin(i.t') 
dann bekommen wir zufolge der angeführten Bedingungsgleichung mit 
Ausschluss einiger zu i =0 gehörigen Glieder für jeden Werth von t 
und t zur Prüfung der vorangegangenen numerischen Rechnungen die 
Gleichungen 

m (t, o -f- s, (i o = n (i, o + x s o 0 + 3 r R • ) + 0 1 f2 « 

deren zweite der bei der Berechnung der Coefficienten der ersten Ord- 
nung abgeleiteten Bedingnngsgleichung völlig ähnlich ist. 



65. 

Nehmen wir hierauf den Ausdruck des Art. 63 für ^ wieder vor, 
und multipliciren denselben mit i— ecos<\ Setzen wir demzufolge 

R (i. i) wm M (*', i) - \M (•+ 1 . 0 - f JT(t- \ , 0 

jr(i, o = m ft o - fjr(*+ 1 , o -t^*- 1 • 0 

so wird 

= vß (i, i', c) cos (i, f) -|- .57? (i t'. •) sin (», »') 
* +tZR x j, c) cos (i. f) +f ^(i, f, •) sin (», f) 
und durch Anwendung der folgenden Ausdrücke 
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Ä(M^ C )=/? 1 (,\r,c) + ^^ 
ä.(mV)-JMm>)-*^ 

ergiebl sich 

= (t, i , c) sin (i, t') — yR H (i, cos (i, f) 
-M ft, t, c) sin (», fj — *2Rl H T, *) cos (i, 0 
womit die Störungen der Länge und des Radius erlangt sind. 



66. 

Die Integration der Breitenstörungen wird auf ganz ahnliche Weise 
ausgeführt, und ist noch etwas einfacher. Das Differential von d t R v so 
wie es im vor. § für unser Beispiel berechnet worden ist, stelle ich wie 
folgt dar, 

■JL- = ZT (t, i', «) cos (t, I) - ZT (t, • , c) sin (i, .") 

+ ZU{it,s)cos(-*;+(iJ'))- ZU (mV) sin (- ?+ (t.O) 
+ ^'V^i'.^cos^H-^i')) — ^T(m\c) sin fy-h(i.f)) 
+*2T(t, t", t) cos (i, f) — f 2T(i, ^ c) sin (i, i') 

+*2V(i t i.t) cos (— 0) — «^'D , (t t i\ c) sin (— /; +(*,»')) 
+«^F(t,?,#)cosfo+(i,f)) — «JSV(mV) sin i*)) 
Setzt man hier dem Vorhergehenden analog 

i»0-S^s ISM-S^s WO-Ö? 

V(mV) = F t ( M V)-?^ 

V(mV) = "jSfc* 
so erhalt man 
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+ 2U a (•.#,#) «0 ( — !?-•-(•. •)) + (*\ * , C) COS (— -|-(». i')) 

JT,(U,4iMf-|-£f)) + (i.*',c) cos (!?+(!, »)) 
H-^T; (•*, * . «) sin (t, • ) -h f vT,' (i, t , c) cos (i, 0 

H-f vt/,'(», » ,#) sin i')) 2Ui (i, i', c) cos (— » )) 

• +t*lfö t\ i ) sin i-)) -MST; (.-,»', c) cos + (», I)) 

Sei ferner 

coTi(w)^ = ^(*^.«)»«>(m")+ ^y(t,*',c)cos(t.t') 
•MlTft f, u) sin (*', t ) -M£T& t", c) cos (t, f) 

und 

ir«, o - t (i, o + «7 (•+ 1,0+ r 1 , i) + y (i, o 

dann wird 

-gL = vW(», » , «) sin (i, »') -h » , c) cos (f. 0 

W(i, i", *) sin (i, »*) -M-i'Wfi, » , c) cos (», t") 

womit der Haupttheil der Breilenstörungen zweiler Ordnung gegeben 
ist. Ueber den zweiten Theil dieser Störungen, nemlich Uber d % u, wird 
weiter unten das Nölliige gesagt werden. 



67. 

Gehen wir jetzt zu den Gliedern über, die von i'=ö abhängen 
und von welchen einige hier gleichwie in der ersten Annäherung auf 
besondere Formen fuhren. Lassen wir hier, wie dort schon geschah, 
zur Vereinfachung in der Bezeichnung der Coefticienten den zweiten 
Index, welcher immer Null ist, weg, so wird 

AJW - ^ F(0.*) 

— G(1.c)sin(— tj+t) +<?(4.#)üOS(— 

— F(1.c)sin* +F(i.*)cos* 

— G (2. c) sin (— >/+2f) -i- G (2.*) cos (—?-•-**) 

— H(0.c)smtj +H{0.s}co&tj 

— F(2.c)sin2* h-F(2.j)cos2* 

— G ;3.c) sin (— ^-#-8*) -+- G (3.«) cos(— 

— // 1 . c) sin (»/ f) cos {tj +*) 
-I- etc. -I- etc. 
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+F(0.$)a 

— G'(1.c)esin(— jyH-«) ■+■ G'{i.s)e cos(— Tj+e) 

— F(l.c)esin* -f-F(l.»)#OM« 

— G'(2.e) e sin(-i ? -h2e) -h G'(M« cos(-^+f*) 
— /f(0.c)esini? + W(0.«)f cosiy 

— ff«. c)e sin 2« + F*(2. s) e cos 2* 

— G'(3.c)« sin(— jy-h3«) -+- G'(3.*)* cos (—^+3*) 

— If (\ . c)t sie +«) H- /f( 1 . ») e cos (tj «4-«) 

— etc. -+- etc. 

Unter den Coefßcienlen F(0.*) und F(0.*) soll hier der einfache 
Werth derselben verstanden werden , welcher auch in den bez. Tafeln 
des vor. § für unser Beispiel angesetzt worden ist. Macht man nun 
dem Vorhergehenden analog, aber mit Ausnahme des Werthes t=0, 





4 F «; w 






fr«»; 


KM 


= F 1 (i.c) + - 






= G 1 (i,c) + - 


r$M 


um 


= + - 


rW 




= F 1 (m) — 


r*IM 


*.M 




r*M 




-um—; 





so wird 



G w (1.c)cos(— jyH-*) 
-hF # (1.c)cos« 
+ G,(2.c)cos(— ^+2e) 
H-F"(2.c)cos2« 
-hG,(3.c)cos(— q+fe) 
-#-Ä(1.c)cos(i?+*) 
-l-etc. 
+F(0.i)i 

Gi(1.c)< cos (—»/+*) 



h- G # (4.f)ain(— 

-hF B (1.«)sinf 

+ G jr (2.«)sin(- 1? -h&) 

+F(2.#)ßin2# 

-hG # (3.t) 

-f-elc. 

G^(1.*)« sin ( — 
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-+- F'( \ . c)e cos f -l- F,'(1 .«)« sin * 
+ G\{2.c)e cos(— y+fe) -I- G;(2.*)« sio (— 

-h // (0.*)« cosiy — ff (0.c)e sio 

+ F,'(2.c)« cos 2e -|- F^S.f)« sin 2* 

G;(3.c)e cos(— G;(3.*j* sin (— ^+3«) 

-+- fl{(1 .c)e cos ( 9 -M) •+- ff,'(1 .«)« sin fo-M) 

-+■ etc. -|- etc. 
-UFfO.«)« 5 

-I- iÄ'(0.«)« l cos ij — 1 ff'(0.c)«'sin V 



68. 

Setzen wir hierauf 

P(0.c) = Gß.c) 

P(i.c) = f"(1.c) + G,(2.c) 

etc. etc. 
P(1.t)«F # (M + G(2.«) 
P(*.t) ==F(M + G(3.,) + ff,(1.*) 

etc. etc. 
F'(O.c) = F(0.*) G;(1.c) 
F(1.c) = F f '(l.c) + G;{2.c) ■+■ ff (0.*) 
P\2.c) = F,'(t.c) -+- G;(3.c) + ff t '(1.c) 

etc. etc. 
P'{i.s) = F,'(1.t) G;(2.*) - ff (O.c) 

P'(2.*) - F;(i.«) -h g;(3.*) + #,'(!.*) 



etc. 




etc. 


0(1- c) 




G(2.c) 






G(3.c)-ff.(1.c) 


etc. 




etc. 


0(o.#) 






0(1.*) 






0(2.«) 




G m {Z.t) - Hß.i) 


etc. 




etc. 


O'(l.c) 




e;(8.«) — // (o.*) 


0'(2.c) 




G;(3.c)~Ä t '(1. C i 


etc. 




etc. 
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so wird 



dW 0 . 



(?'(o.*) = G*(i.t) 

0'(1.*) = G\(2.8) + tf(O.c) 
Q'(2.s) = G;(3.*) - #,(1.*) 
etc. etc. 

P(O.c) 

H-P(1.c) cos« + P(1.«)sin* 

-4-P(2.c)cos2« + P(2.*)sin2« 

+ etc. -i- etc. 
+ F(O.c)« 

H-i^Lc)* cos« -1-/^(1.*)* sin* 

+ P , (2.c)«cos2« -H#*(2.«)«sio2« 

+ etc. +etc. 
+ i F'(0.*)«* 

-+- ^(O.sycos* — i/^O.c^si 



und 



-0(0.*) 
Q(l.c)sin« — 0(1.*) cos« 
0(2.«) cos 2« 
etc. 

0'(o.*)« 

0(1.*)« cos« 
0'(2.*)« cos« 
etc. 

±tf'(0.c)«*cos« 



-I- 0(2. c) sin 2« 
+ etc. 

+ Q'{l-c)e sin« 
+ 0'(2.c)< sin 2« 
-»-etc. 

-i#'(0.«)« l sin« 



Setzt man ferner 



/ (0. c) 

-1-/(1. c) cos -h/(1.*) sin« 
-l- etc. -+- etc. 

+ /(0.c)« 

-1-/(1. c)« cos* -|-/(1.*)« sin« 
-+- etc. -+- etc. 

+ /"(0. C )*' 

-l-/'(1.c)«'cos«-l-/ , (1.*)« l sii 
-4- etc. -+- etc. 
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-4- K(\ . c) cosf — Jf(1.*)sine 
-h etc. — elc. 

-Ä' (<).«)* 
<f r(t,0)f cose — JT(1.*)e sin* 

etc. — etc. 

-+- K"(\ . c)f*cos* — .*)**sinf 
-l- etc. — etc. 

wo in Folge des im Art. 32 bewiesenen Satzes das proportionale Glied 
der letzten Function Null gesetzt worden ist, und setzt man hierauf 

M(i) = P(t) +JQ 

M'(i') = F(i) H-/(i), ausgenommen Jf(O.c) 

Af(l.c) = tlf(0.8)+r(\.c) 

Af(2.c) = J"(2.c) 

etc. etc. 
r(1.f)— — |F(0.c) +/(!.«) 

M"(2.*) = /(«.«) 

etc. etc. 



und 



lf(4.c) — ilT(0.#)+r(l,c) 
iV\2.c) = T(2.c) 
etc. elc. 

iv\'i.«)= *jT(0.e)-i-r{rt) 

etc. etc. 



so bekommt man 

rfJs 



Af(O.c) 

Jf(1.c)cos« -|-Jr(1.«)nne 
Jf (2. c) cos 2« -|-jr(S.f)unSe 
elc. -I- etc. 



Digitized by Google 



206 P. A. Hansen, 

+ Jf(0.c)e 

M'{\ . c)e cos e ■+- Af ( 1 . *)* sin « 
-h Af (2.c)«cos2* +M'{2.8)e sin 2* 
-+- elc. ■+■ etc. 

■+■ Jf( 1 . c)e* cos e -h Jf(1 . *)e*sin e 
-h #"(2.0)«* cos 2e -+- 5T(2. sin2f 
■+- etc. — etc. 

wo noch die Zusammensetzung der Coefficienten Af(O.c) und JT(O.c) 
zu ermitteln ist, ferner wird 

-*(•■») 

-f- iV (1 . c) sin * — iV(l.*)cos« 
-hiV(2.c)sin2f — iV(2.*) cos2« 
+ etc. — etc. 

— ./V(0.«)« 
H-iV(1.c>sine — iV(1.«)« cos* 
+ iV(2. c)« sin 2* — ZV(2. *)« cos 2* 
-+- etc. — etc. 

-4-iV"(1.cysin* — iV"(1.«)f*cosf 
+ iV"(2.c) f , sin 2< — JV72. «>' cos 2f 
-+- elc. — etc. 

welche letztere sogleich inlegrirt werden kann. 

69. 

Setzt man 

mit der Ausnahme, dass 

S 1 (0) = 0; S t '(0) = 0;S;'(0.c)=iiV*(0..) 
sein soll, ferner 

s;(t,c) = s;(t,c) + f s;m 
s; (t, «) = s t M -«f *M 
S(i,c) = s,(t\c) + f s; (•..) 
s m = «,(.•,,)- f s;(i,c) 

ausgenommen S,;(0.c) = iV(0. *) ; 
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so wird 



2dv = S k (1 . c) cos e •+- S g (1 . *) sin e 
-l-S (2.c)cos2f +s' s (2.«)sin2f 



-+• etc. -f- etc. 



+s,:(o.c)« 

-I- S„' (1 . c)e cos t •+■ S,' (1 . *)« sin * 



-+- (2. c)« cos 2* H- S.' (2. sin 2« 



«+- etc. -+- etc. 

-+■ Sj (1 . cj* 5 cos * -f- fl( (i . «) «* sin « 
-I- S{ (2. c)«* cos 2« + (2. «)** sin 2* 



-+- etc. -+- etc. 



wo nur noch ausserhalb der Sinus- und Cosinuszeichen die Verwandlung 
von * in nt zu bewirken ist, die zuletzt vorgenommen werden soll. 



Ehe wir weitergehen können, muss untersucht werden, welche 
Bedingungen die im §. 7 (II) entwickelten Sätze zwischen den Coeffi- 
cienten von — einführen. Es müssen die Ausdrücke von Af'(O.c) und 
M"(0.c) demgemäss bestimmt, und in denselben die Grössen eliminirt 
werden, die einander strenge aufheben müssen, damit nicht die unver- 
meidlichen Fehler der letzten Decimalen der numerischen Rechnung 
diese Coefficienten unrichtig machen. 

Wenn man AW Q auf die Form 



die den Theil von — ausmacht, welcher im §. 7 (II) in Betracht gezogen 
worden ist, ff ausserhalb der Sinus- und Cosinuszeichen durch die 
Gleichungen ( =n/ +esin« * 

«« = nH* + 2ent sin e H- e* sin 2 ff 

eliminirt, so muss zufolge des fünften Satzes in der so entstehenden 
Function der Coefficient von nt sich zu dem von nt cos*, und der Coef- 
ficient von n*f sich zu dem von n 2 P cos« wie ~ zu 4 verhallen. 



70. 




bringt, und in der Function 
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Aus dem Ausdruck für 6W 0 des Art. 67 findet man leicht mit Weg- 
lassung der Glieder, die hier auf keinen Fall gebrauch! werden, 

gwm j F(0.«) — -f lf(0.f)|« 

H-j F^t.cj-f GiM.cl- $ ^(l.cjjfcose 

+ j F t {%.c) — \G t {%.c) — \B x [t.e) J *cos 2< 
-4- etc. 

wo man ohne Weiteres nf für f und n 1 ! 2 flir * 5 setzen darf. Ferner ist 
aus dem Vorhergehenden mit bioser Rücksicht auf die Glieder, die hier 
in Betracht kommen, 

-+- /•(O.c)* 1 -I- /"(1.c)« ? cos* -h J*(1.*>'sinf H-y"(2.c)**sin & 
= {/" (0 . c) +«/"( 1 . •) I«/ +|/ (I .€) + eT{% .«) | n< cos i 
+ r(0.c)« , f , + J"(4.c)iiVcos* 

nach der Elimination von e und t*. In Folge des angeführten Satzes 
bekommen wir also die Bedingungsgleichungen 

0 = F(0.ä) — ^11(0.«) -h /'(O.c) §T(1.f) 

(25 ) - 1 F'(1 .c) + ■£ .c) + f JTO .c) - 1 J\\ .c) - £ r(M 

0 = F(0.«) — |H'(0.«) W(0.c) — .c) 

Zufolge der Auseinandersetzungen des Art. 68 bekommen wir zuerst 
für Af(O.c) und IT (O.c) die folgenden Ausdrücke 

Jf(O.c)- F{0.c)+/(0.c) 
M"{0.c) = iF{0.c) + r{0.c) 

oder wenn wir den Ausdruck 

P'(0.cj==F(0.«)-hC;(<.c) 

substituiren 

AT (0. c) = F(0. f) G\{\ . c) -4- / (0. c) 

Eliminiren wir aus diesen Ausdrücken F(0.«) und F(0.*) durch die 
Gleichungen (25). so ergiebt 
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(26) 



M'(0.c)= G'(l.c) + f 7/(0.« 

+ ±F l (i.c)-±G'(\.c)-±H'(\.c) 
+\J'(\.c)- e r(i.$) +-f /(«.#) 

Jf'(O.c) — f//'(0.«)-h f J"(1.c) 
wonach diese Coeflicienlen mit Sicherheit numerisch berechnet werden 



71. 

Um die Bedingungsgleichung des §. 3 auch auf die Glieder, welche 
hier entwickelt worden sind, anwenden zu können, sei 

~df= 77(0.*) 

— 77(1 .c) sin « •+■ 77(1 . *) cos e 

— etc. -+- etc. 

H-77'(0.*)# 
— lT(\.c)e sin e -|- 77'(1 . «) f cos e 

— etc. -+- etc. 



Setzt man hier 
ausgenommen 



77 t (0) = 0;77 1 '(0) = 0 

77 a (1.c) = 77 l (1.c)+|77 l '(1. Ä ) 
77„(i. «) = 77 l {1.«)-4-77 l '(1.c; 



so wird 



*T- 



77J1 . c) cos e -h 77 a (1 . «) sin e 

+7/(2. c) cos 2f + 77,(2.*) sin 2* 

-4-etc. ■+- etc. 
+/7(0.*)« 

+77,'(1 . c)f cos f -I- 77,' (1 . f) e sin 1 
H-77,'(2.cUcos2< n' % {%.*)* sin 2< 

-l-etc. -h etc. 



Abhuudl. d. K.S. Ge..d.Wi«* 



14 
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Bezeichnen wir nun die bez. Coefficienten von i>* und 2«J-£- ebenso wie 
im Art. 64 und nehmen in ahnlicher Bezeichnung aus der der ersten 
Annäherung 

2r= S 0 (1.c)cosf H-S 0 [1.*)sin< 
-+- S 0 (2. c) cos 2* -|- S 0 (2. t) sin 2t 
-+- etc. -+- etc. 

h-s;(o.c), 

-+- SJ(4 . c) e cos« -|- S' 9 (i . «) ff sin« 

dann entstehen vermöge der im Art. 64 angeführten Bedingungsgleichung 
die folgenden 

jrß ■+- s (i) =-/z.(i) + £ s 0 (i) + 3 r« + 

wo der Werth i=0 ausgeschlossen werden muss. Ferner 

if'(o.c) -i- iv (o.*) = // {o.s) + £ s;(o.c) -h 3r(o.c) -i- r(o.c) 
jr(i .c) + s:(\.c) = n;{\ .c) ■+- £ s 0 ;i .c) + 3r(i. c ) + r(< .«) 
r(i .*) -+- $'&\ .«) = /7/(i.ff) -+- ä s;(i .«) -+- 3r (i .«) -♦- .«) 

und für grössere Werthe von i allgemein 

m (i) + s; (,) - u\ (i) -h 3 r fi) + r (•) 

ferner 

AT(0. c) +iiV(0. ff) = ±//'(0. «) -|- 3 T(0. t) -+- <^(0. c) 
M"{\ . c) . c) = 3r(l . e) + <P*(* . c) 

Jf(2.c) + ST(2.c) = 3r(2.c) 
Jf"(3.c)+ S;(3.c) = 0 
etc. 

M\\ . ») -i- s; (i . *) = 3 r (i . t) 9f{\ . t) 

M"(2.«)-h ST(2.*) = 3r(2.«) 
Jf"(3.t)+ 5;(3.«) = 0 
etc. 

Von der Gleichung zwischen den constanten Gliedern, die hier, 
gleichwie im §. 3 weggelassen worden ist, wird weiter unten die Rede 
sein. 



Digitized by Google 



■ 



Metuodb zür Berechnung der absolut. Störungen der kl. Planeten. 211 

72. 

Nachdem man sich durch die im Vorhergehenden entwickelten 
Bedingungsgleichungen von der richtigen Ausführung der numerischen 
Rechnungen überzeugt hat. kann man zum Integral, welches ndz giebt, 
übergehen. Für die hier zu betrachtenden Glieder desselben setze man 

Ä(o.«)»if(o.<>)— -Jjf(M 

Ä(1 . c) mm M(1 . c) — \U(%. c) - e M(0. c) 
Ä(1.*)==Jf(M-|Af(2.*) 
und für grössere Werthe von i allgemein 

Ä®-Jf(t)-fJf(,+4)-fJf(t-l) 

ferner 

Ä'(0.c) = Af'(ü.c)-|Af'(1.c) 
Ä'(4. «)«■*'(!.<>)- |Jf(2.c) — «Jf'(O.e) 
i?'(1.«) = M'(1.«)-|M'(2.*) 
und für grössere Werthe von t allgemein 

r«-jr(t)-|ir(M.<)-i.jr(j-i) 

ferner 

/T(0. C) = Jf ' (0. C) - | JT(1 . C) mm 0 

Ä " ( 1 . c) mm AT ( 1 . c) - { M° (2 . c) - e M" (0 . e) 

JT(l.t)— JT(1. t)— f IT(M 

und für grössere Werthe von t wieder allgemein 

fl- (i) = AT ' R _ i tf" (i+ ! ) _ \ M' (i- \ ) 

dann sind diese R Coefricienten die Coefticienten von n — , und für die 
Integration des Ausdrucks dieser Function ist zu berechnen, 

f Ä (i); n®-fjr(t) ; fl^-ftf« 

ausgenommen 

A,(0)»0; ä;(0) = 0; ÄJ(O.c)- ilT(0.c) 

ferner 
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H;(t,t)=jJi(M)-fji;^c) 

4M -4M +f 4M 
Ä ii (i,*) = Ä J (,-,*)_-ii?;(i, c ) 

ausgenommen 

Ä(0) = ö; /?„'(0.c) = Ä(0.c) 

worauf 

nM = R # (1 . c) sin e — . *) cos t 
+ ß (2.c)sin2* — fl(2. «) cos2* 
H-etc. —etc. 
+ /?,;(0.c)* 

-I- /?„'( 1 . c) f sin f — /?„'( 1 . *) f cos f 
-h ß; (2 . c) e sin 2« — f?„' , 2 . «) # cos 2* 
-+- etc. — etc. 

H- flftl. c)*'sin f -/fJ'(1.«)^C06* 
H-Äi'(2.c)f 8 sin2* -/r i '(2.«)«'cos2* 
-I- etc. — etc. 

wird. Die Grosse /tj'(O.c) ist der Coefficient der Sacularänderung der 
mittleren Länge, da blos das Glied /iJ(O.c)** des vorstehenden Aus- 
drucks ein dem Quadrat der Zeit proportionales Glied geben kann. Sub- 
stituten wir im Ausdruck für diesen Coefficienten die im Vorhergehen- 
den enthaltenen Ausdrücke für M'(0.c) und Jf(l.e), so ergiebt sich 

/?i'(0. c) = i G' (1 . e) - G'( 1 . c) - f G'(2. c) 

l -f//'(M- j r(i. sj + ^-J-(2. Ä ) 

wodurch der Coefficient der Säcula ränderung der mittleren Länge auf 
die Coefficienten von und von (-^j ~* •+■ *' 1 herbeigeführt ist. 
Das Hauptglied dieses Ausdrucks ist jedenfalls ^G'(i.c), und somit der 
Hälfte des Coeflicicnteu von fsin;/,— #) im Ausdrucke von ~± gleich, 
wie schon am Ende des §. 7 II) angeführt wurde. 
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73. 

Kür die Breitenslörungen, die vod $"=0 abhängen, sei 

-+- U(\.s) cos (—?+«) - U{\ . c) sin (-7+«) 

-hT(l.*)cose — r(1.c)sin« 

H- 17(2. •) cos (—v +2«) — 17(28. c) sin (— j+fe) 

-h V(0.*)cosiy — V(0.c)siniy 

-f- elc. — etc. 

+ 7"(0.*)e 

-l- V{ 1 . $) * cos (— q +«) — IT(1 . c) « cos 

-fr-r(1.«)«cou — r(1.c)«sin« 

-4- 1/'(2 . *) « cos (— tj +2* ) — t/'(2 . c) « sin (— 17 ■+■ 2e) 

■+• V'(0.«)*cos*y — V(0.c)esint] 

H- elc. — elc. 

Setzt man hier 

r,«) = | r(i) ; t/.w = | i v, (.] = f v(i) 
iffl-f rft im-f Oft v,'(,)={vw 

ausgenommen 

7\(0) = 0, ^(0) = 0, V 1 (0) = 0; elc. 

ferner 

r.M-r,(t.t)- ;-t;m 



ausgenommen 
so wird 



r.(o). 17.(0) -0 
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coT<= Uß.s) sin + U (1 .c) cos^+e) 



+ r(1.*)sine 


■4-T (1.c)cos< 




+ tf(1.c)cos(— >;+2«) 


+ T(2.«)8iD& 


+ T(2.c) cos 2« 


H- (3.*)sin(— 


+ tf (3.c)cos(— iy+3«) 


-1- F(1.«)sin^+«) 


+ V (1.c)cosfa+«) 


-hetc. 


-f- etc. 




+ T(0.«)« 


+ ü,'(1.«)« sin(— 


+ t/;(1.c)« cos (— q+«) 


-1- T,'(1 .«)e sin« 


+ 27(1.0)« cos« 


-+■ 17,' (2. «)« sin [—tj+2e) ■+• DJ (2. c> cos (— jy-l-2«) 


— V (O.c)« siniy 


+ V (0.*)* cos »7 


+ 27(2.*)« sin 2« 


+ T; (2. c)e cos 2* 


+ ÜJ(3.*)« sin(— iy+3«) + ÜJ(3. cj« cos (— ?+3«) 


+ F 1 '(*.*)«sin(i ? +«) 


+ F,'(f .c)«cos(i7+«) 


+ etc. 


-l-etc. 




+±r(o.«)« v 


— iF'(0.c)« a sinr/ 


+ ±F(0.*)« 2 COSJ>; 



welcher dem Ausdruck des Art. 67 für dW 0 völlig ähnlich ist. Setzt 
man ferner 

+ F (1 . *) sin # + F(1.c)cos« 
+ etc. + etc. 

+ F(0.c)« 
+ F'(M«sin« + y'(1.c)«cos« 
H-etc. -l-etc. 

+ y"(l . «)«»sin « -l- r (1 . c) «* cos « 
-h etc. + etc. 

und 

w(o.c) = t/(i. c )-h y(o.c) 

VF(1 . #) = T { 1 . *) + ^(2. *j + F { I . *) 
W(\ . c) = T (1 . c) + Uli. c)-|- Y(l. c) 
und für grössere Werlhe von i 

W(i) = T (t) + ü (i+ * ) + F 1 ) + y (t) 

ferner 

VF(O.c) = 2V0.«) -f- 1/,': 1 .c) -I- F'(O.e) 
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so bekommt man 

COS! 



und für grössere Werthe von i 
ferner 

w*(o.c)= ^r(o.*)+r(o.c) 

w"(i. c )= ir(o.«) + r(i. C ) 

etc. etc. 

w (%.$)— r\t.$) 

etc. etc. 

H Ii.«- 

■+■ W (4. •) sin « -|- VV(1 . c) cos # 

-I- W(2.s)sin* + W(3.<:)oos2« 
-+- etc. -+- etc. 

-+- W(i.$)gän e -+- W'{\ . c) * cos e 
■+- W(2.t)«siii2« +TT(2.c)*coi& 
-f-etc. -|-elc. 

+ W(0.c)/ 
4- VV(1.«)f*sinf -+- W(1.c)«" cos* 
-+- IHM*'«"»*' + 17"(J.c)«*eo82« 
-t- etc. -+• etc. 

womit der Hatipttheil der Breitenslörungen erlangt isl. 

74. 

Es ist noch übrig, in den bisher entwickelten Ausdrücken von 
— , iirVz, w und d,u den Bogen e ausserhalb der Sinus - und Cosinus- 
zeichen durch nt zu eliminiren, wozu die schon in der ersten An- 
näherung angewandte Gleichung 

( as nt e sin * 

dienen muss. Für die meisten Argumente ist indess das zweite Glied 
dieser Gleichung ohne merkliche Wirkung, und man darf ohne Weiteres 
nt für f setzen, allein es kommen einige wenige Glieder vor, in welchen 
dieses Glied für nicht ganz unmerklich gehalten werden kann, und 
ich werde die verwandelten Formen daher vollständig hieher setzen. 
Nehmen wir zuerst den Fall t'= 0 aus, so findet man leicht 
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-jrjufti-.o) -fjr«-*..-» *4jreM.«.r,#)|coi«,o+2:jjf« > r,c) +-!_*-«-«, -±ir(i+4,M}«iifcO 
♦«lar«, r, c) co 8 «,i') +»<^jf(i, ( ",»)siii(i,i') 

+n* 2S •', c) cos +»t2-S;(i, f , •] sin «,.') 

+mtSt;[i, •', c) sin ;i,f) 'i< ( i'. f] cos (<,•') 

iT< ^(«'.»'.») +i f,c)-^ »r(i+1,r,c) |sin(,,0 +i{ T+'.M+f ■*>M/d |cos«,0 

«-aUTW«, r, i) sin (1,0 +nl ITft i J , c) cos (,/) 

Gehen wir hierauf zu den zu i'=0 gehörigen Gliedern über, so müssen 
wir der Vollständigkeit wegen auch die Gleichung 

+s=n s t* -+- ient sin « + y — y cos 2« 

berücksichtigen, obgleich man auch hier häufig mit der Substitution des 
ersten Gliedes^ ausreicht. Es wird hiemit 

+ j M{ I . c) + f 1T(M JT(4 . c) - jJTtt.c) J cos f 

+ j Jf (1 .*) + df '(0.c) — T Jtf'(2.c) H- T Jf "(I j) + T , Jf # (S.t) Jsin * 
+ {jf (2.c) - : {M\\ .») + f JT{3.#) - Y#i'(0.c) -I- ylf'ß.c) - jJ^U)) cos 2* 

H- j Af (2 .#) H- T A/ '( I . c) — T Jf'(3.c) -l- fjr(8.«) - yitf "(4.«)jsin2« 

H-etc. H-etc. 
-h{Jtf'(0.c)-hfxV"( 1.*)j»< 

-I- |M'(1.c:H-e3r{2.«) tn/cos«-t-{jr'(l.*J 2eM"(0.c) — eJTß.e) | nl sin i 

+ jjf (2.c) - cJ#"(1 •*) + «M "(3.*) jn/ cos 2« + | Af'(2.«} -h dtf"(1 .«) -eJT(3.c) J»< sin 2* 

■4- etc. -+■ etc. 

-i-jr(ü. C )»v | 

+JT(4 . c) »' cos * H- Jf(l . 1} sin * 
-h etc. -|- etc. 

2^ = J S( 1 . c) + { S;,(2.*i -+■ £$(1 . c) - fS^jcos* 

~+ | S: { \.s' -+- efi<0.c. - {S m (2.c}+ Z ~SK U) - y.S;(3.s)J sin « 

■+- [«.(M-t^O •*; + T y -( 3 - t ) + f^( 0 - c ) + T^(M--«^Mj cos ** 

-l-etc. H-etc. 
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+ {Sl(0.«) + eS;(Min< 

-I- | 1 . c) H- «$( 2. t) \nl cos « + | S'J I . s) + 2e%(0.c) - eS"^. c)\nt sine 

H- \SJ*.c) - I .*) + ^':3.*)|»< cos 2« + \S a (i.s) ■+» . e) -I- «Sft3.c)|n< sin 2* 

-+- etc. -+- etc. 

-I- S;( 1 . c) »* t* cos * -l- SJ{ I . t) n l sin e 
H-etc. +etc. 

= Jä ( I c) + eRJO.c) + }RJXs) ■+■ tfjlj 1 . c) - sin * 

- \R (U) - ±J«SU) + ^( 1 .) - -^(3. Ä ) j cos . 
-4- |ä f 2.c) -f + + £ H{2.c) - ^(i.c)| sin 2, 

- j wjm + {K( 1 «) - i^ 3 - c ) + -f- - £?(M j cos 2* 

etc. -I- etc. 

-+- \RJ0.c)+'eR;(\.c)\nt 

•+• [Jfyl .c)+2cJIJ(0.c) H-e/^(2.*)!»i/ sin |Jfc(4 .«)— efl;'(2.c)|n< cos * 

+ j JT,(« . c) — 1 .*) -h<?rtj(3.*} \nl sin 2e — j Ji;,(2 .$) -+■ 1 . c) - eÄJ(3.c) |«J cos 2* 

-4- etc. -I- etc. 

R;{ 1 . c) n s sin « — Äft 1 . •) n' <* cos « 

H-elc. —etc. 

= j W(0.c) +| W {1 .#) +|W(0.c) — fV(2.cj j 

+ j W(1.«j +«W r '(0.c) - {-W(SU) -+• 8 ;'W" I * - -£tV(3.s)Jsin« 

+ j W(1 .c) +| W(M +~ W(l .c) -\ f »T(3.c}Jcoß« 

H- j W(2.*) +yW(4.c) - 1 W'(3.c) -i- £W(SU) - ^ir(4.t)|ßiD 2* 

-+- j W(2.c) -$W(i.$) +| W'(3.s) W(0.e)+^ W(2.c)-t W "( 4 - <J )} C0 » * 

•4-eic. H-etc. 

-I- jlV'(0.C; + eW(-l.«){»l 
+ j VV':l.*)-i-2eH r "{0.c)—e»r(2.cji»/sin * +| W'{\ .c) -t-eW*(2.*)jni cos« 

-+- etc. -+■ etc. 

-4- ir^.t)»«! 1 «!!« -+- W"(1.c)n , / 2 cos« 

etc. -h etc. 
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Ich bemerke, dass in diesen Ausdrücken von 2dv and ndz die con- 
stanten Glieder weggeworfen werden roussten, weil die Gleichungen 
des §. 5 (II) für die Bestimmung der Constanten C und c auf diese Vor- 
aussetzung gegründet sind. 



75. 

Wenden wir uos jetzt zu dem zweiten Theil der Breitenslörungen 
und suchen , da im §. 8 (II) gezeigt worden ist , dass er sehr unbedeu- 
tend ausfällt, blos die Glieder, welche mit /* multiplicirt sind, da diese 
im Verlaufe der Zeit am schnellsten anwachsen könuen. Den im §. 8 (II) 
entwickelten Ausdruck für rf,w, in welchem wir hier die Function r weg- 
lassen können , da diese vermöge des im Art. 33 bewiesenen Satzes 
keine mit t* multiplicirten Glieder enthält, kann man leicht auf folgende 
Form bringen, 

a( u* *inf uu, conf ) • , „\ 
u = — -- -y. - -f-r-, V sin» cos in— •o) 

■ ( 8 cos i cos if 4 cos "i cos tf ) * / 

Führen wir hier die excentrische Anomalie an, so wird 

■ ( u" asin# uu, ofcos*— e)) , Ä > 

|i cos^T — + äc^f - — 1 j sec 9 sm • cos (n-0 } 

l u* ocosf uu, a sin f | . • . / Ä 

In der ersten Annäherung wurde gefunden . dass mit bioser Rücksicht 
auf die mit / multiplicirten Glieder 

~ = — c V 0 (0 . «) nt — V 0 (0 . c) nt si n t + V 0 (0 . *) nt cos e 

.sb — V 9 {0. c) nt cos« — V 0 (0. •) nl sin > 

ist, wo ich den Coefficientcn die Null angehängt habe, um anzudeuten, 
dass sie der ersten Annäherung angehören , und nicht die der zweiten 
Annäherung sind, die im Vorhergehenden auch mit V(0.#) und V(O.c) 
bezeichnet wurden. Aus diesen Ausdrücken ergiebt sich leicht 

« «sjn* , u, fl(cosf-o) _ v fn , 
cosi "r cos* r ~~ f o\ K) ' c ) ni 

cos i r cosi r UK V9 ) ni 

und hiemit wird der obige Ausdruck 
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V = - |t F o(0- *) • •) + i( V o(<>- e)) 'sin ■ 

— | V o (0.c) . V 0 (0.8) cos ej n 2 sec y sin » cos (jt — 0) 
+ ||(n(0.«)) , + iV 0 (0.c)T 0 (0. Ä )siof 

— |(V 0 (0.*))*cos<| n 3 f*sin i s\n(n — 6) 

in welchem Ausdruck alle Glieder dieser Gattung vollständig enthalten 
sind. 

76. 

Die willkührlichen Constanten, die den im Vorhergehenden ermit- 
telten Integralen hinzugefugt werden müssen, haben dieselbe Form wie 
die in der ersten Annäherung hinzugefügten, und werden, wie schon 
im §. 5 (II) erklärt ist, durch dieselben Gleichungen wie jene bestimmt. 
Aber sie nehmen andere Werthe wie jene an, und dienen Uberhaupt um 
die Werthe, die in der ersten Annäherung gefunden worden sind, zu 
berichtigen und zu ergänzen, gleichwie mit allen Coefficienten der zwei- 
ten Annäherung der Fall ist. Da keine Verwechselung entstehen kann, 
so will ich diese Conslanten hier mit denselben Buchstaben bezeichnen 
wie dort, und es ist also den obigen Integralen noch hinzuzufügen 

~ = k -f- k x cos f -+- fc, sin t 

mh= c +(^k— y ) -h ( 1 — ~)&,sine — &,cos« 

— j Äf,sin2e-|-|^ cos 2< 

2dv= 2C — /f,cos* — Jc,sin# 

5^7— — 4 + hfct-l-ltMl 

Es wird jetzt das ganze der Zeit proportionale Glied in ndz 
= | J?„'(0. c) + eR\ (I. c) + f fc, J nt 

und der Coefficient von t in diesem Gliede enthält die Grössen zweiter 
Ordnung des Unterschiedes zwischen dem wahren und dem osculirenden 
Werth der mittleren Bewegung während der Zeiteinheit. 

Die bei der Enlwickelung der Bedingungsgleichung im §. 3, und 
bei der Anwendung derselben im Art. 71 weggelassene Gleichung zwi- 
schen den conslanten Gliedern dient um die von dem Quadrat der stö- 
renden Kräfte abhängigen Glieder der Constante C zu bestimmen. In 
Bezug auf diese Glieder ist die im Art. 51 (H) eingeführte und mit Z x 
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bezeichnete Grösse dem conslanten Gliede des Ausdrucks für des 
Art. 74 gleich, und es wird also mit Weglassung der kleinen, aus den 
mit mulliplicirten Gliedern entstehenden, Glieder, die nie merklich 
werden können, 

(28) Z t = Af(0. c)-*--fÄf (1.*) 

und die dort V, genannte Grösse ist hier, wo die Guben und höheren 
Potenzen der störenden Kräfte nicht berücksichtigt worden. 

v 1= 3|r{o.c) + |r(i.,)J 

(29) -l-jy/(0.c)-h|^'(1.«)J 

wo wio oben die T und iP Coefficienlen die der Entwickelung von v* 
und 2f£^-sind, deren numerische Werlhe für unser Beispiel sich schon 
im vor. § beönden. Die Grösse H x , die auch a. a. 0. eingeführt wurde, 
ist im Vorhergehenden nicht enthalten, setzen wir aber für den Ausdruck 
von d h f, so wie ihn die erste Anuäherung mit Weglassung der dein 
Integral hinzugefügten Constanle gegeben hat, 

d h -£ = 277 0 (i,*, c) cos(i, i') + 2Y/ 0 (t, f, s) sin (»,*) 

so wird 

(30) H x = Ä' + ±2 |(// 0 (i. c)Y + (77 0 (t, f. *))*j 

und hiemit sowie mit Zuziehung der für die zweite Annäherung zu 
bestimmenden Werthe von k und k t wird zufolge (39) (II) 

C = -±(ik + ek^ZJ -t- i (3 F t + W t ) 

Bei der Bestimmung der numerischen Werlhe von c, k, k t , h., durch 
die Gleichungen (41) und (42) (II) muss der numerische Werth von 

1(3^ + 2^) 

der dort (p) 0 genannten Grösse hinzugefügt, und der oben gegebene 
Werth von Z, statt Z subslituirt werden. 

77. 

Indem wir nun zur Anwendung der im Vorhergehenden entwickelten 
Ausdrücke auf unser Beispiel übergehen, müssen wir zuerst vermittelst 
der in den Artt. 62 und 67 entwickelten Formeln das im Art. 55 gegebene 
Differential von dW 0 integriren. Es ergiebt sich mit wenig Muhe 
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dW 0 




cos 


sin 




cos 


sin 


-1,1,0 


— 0T02968 


-4-0:03579 


1,-3 


+5T1791 


— 3T4899 


. 0,1,0 


-4-0.631 


-4-0.437 




+0.1256 


—0.1071 


-1,2,0 


-0.141 


-0.096 




—0.1900 


+0.1375 


2,0 


+0.011 


-0.172 


2,-3 


+0.819 


-0.037 


—0.003 


-4-0.049 




—0.167 


+0.006 




—0.014 


-4-0.250 




+ 14.918 


—0,081 


3,0 


-0.006 


—0.029 


3,-3 


-0.018 


—0.016 




+0.001 


-4-0.008 


-0.007 


0.000 




-HO. OH 


-4-0.037 




+0.073 


+0.061 


-2,-1 


•4-0.047 


-4-0.003 


1,-8 


+0.002 


+0.023 




-0.063 


-0.008 




+0.001 


+0.003 




-0.014 


-4-0.001 




-0.003 


-0.061 


-1,-1 


-4-0.209 


—0.088 


5,-3 


+0.019 


—0.020 




—0.662 


+0.182 




—0.096 


+0.007 




-0.075 


-4-0.023 




-0.022 


+ 0.021 


0,-1 


— 1.368 


—0.871 


1,-4 


+0.117 


+0.003 




-0.504 


-0.298 




+0.063 


+0.020 




-4-0.128 


+ 0.086 




-0.016 


+0.014 




-»-0.028 


+0.178 


2,-4 


+0.351 


+0.210 




-4-0.008 


—0.034 




—0.077 


—0.041 




-4-0.014 


+0.313 




+0.460 


+0.297 


2,-1 


-4-0.136 


-0.342 


3,-4 


—0.123 


-0.246 




— 0.033 


+ 0.088 




+0.030 


+0.053 




—0.312 


+ 0.707 




+0.282 


+0.620 


3,-1 


-0.093 


+0.014 


4,-4 


+0.017 


—0.036 




-4-0.027 


-0.004 




-0.004 


+0.011 




-1-0.117 


—0.022 




—0.024 


+0.050 


-1,-2 


-4-0.002 


—0.049 


5,-4 


— 0.036 


+0.018 




—0.009 


+0.122 




+0.015 


—0.007 




< -4-0.001 


+0.009 




+0.030 


-0.020 


0,-2 


-0.043 


+0.118 


6,-4 


—0.004 


—0.001 




-0.104 


+0.155 


+0.002 


0.000 




-0.009 


-0.044 




+0.003 


+0.001 


1-2 


—0.653 


+2.640 




+0.008 


+0.001 




-4-0.077 


—0.247 




+0.016 


+0.012 




— 0.184 


+ 0.773 




— 0.002 


+0.009 


2,-2 


-4-0.094 


-0.059 


2,-5 


+0.132 


+0.070 




—0.018 


+ 0.009 




—0.010 


—0.006 




-0.389 


+0.211 




+0.053 


+0.026 


3,-2 


-0.077 


—0.008 


3,-5 


—0.013 


+ 0.168 




-0.001 


+0.001 




+0.008 


-0.055 




-4-0.212 


+0.028 




— 0.066 


—0.112 


4,-2 


-4-0.027 


+0.052 


4,-5 


-0.032 


+0.055 




-0.008 


-0.022 




-0.006 


-0.005 




-0.031 


— 0.050 




+0.118 


-0.126 


0,-3 


—0.067 


+0.025 


5,-5 


l —0.021 


+0.001 




-4-1.302 


—0.333 




j +0.005 


0.000 




-4-0.007 


-0.006 




1 +0.027 


-0.003 
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6,-5 


+0:021 


+0T016 


4,-6 


j +o:ui 


— 0T029 




—0.008 


-0.007 


1 —0.045 


-»-0.006 




-0.023 


— 0.016 




—0.141 


+0.035 


1,-6 


0.000 


0.000 


5,-6 


-1-0.016 


-0.01 1 




—0.020 


+ 0.002 




-1-0.002 


+0.006 




A A A A 

0.000 


A A A A 

0.000 




A A 

— 0.037 


— 0.004 


2,-6 


-0.0572 


-0.0572 


6,-6 


+0.004 


+0.014 




-0.0059 


+0.0011 




-0.001 


-0.004 




-1-0.0*30 


-1-0.0038 




-0.006 


-0.018 


3,-6 


—0.029 


+0.044 










-1-0.040 


— 0.015 












+0.017 











t cos 


e sin 

i 


I 


€ COS 


« sin 


o.o.o 


— 1249 




1,-2 


+581 


+419 


-1,1,0 


t\ f M 

—3.47 


+4.81 




— 48 


— 34 


0,1,0 


—3 


+46 




+ 158 


+108 


-1,2,0 


+2.7 


—3 


2,-2 


+73 


+93 


1,0,0 


—38614 


+ 47589 




-13 


-16 


2,0 


+1)1 


Ol 

— n.j 




— 310 


— 405 




—3 


+9 


3,-2 


-11 


+4 




— 73 


+ 197 




— 1 


—8 


3,0 


— 0 


+ o 




+36 


+32 




+1 


-1 


0,-3 


+ 1 


+ 11 




+7 


— 5 




+225 


+258 




+ 33 


-29 




-4 


-16 




-270 


+227 


1,-3 


-10.1 


—2436.1 




+ 13 


-10 




+ 15.5 


+ 10.9 


0,-1 


+26 


—20 




—20.6 


+ 135.7 




-43 


+28 


2,-3 


+69 


-156 




-19 


+ 13 


-10 


+27 


1,-1 


-25 


+3 




+ 1234 


-2252 




+2 


+ 1 


3,-3 


+40 


-54 




-60 


+34 




-8 


+ 11 


2,-1 


+ 42 


-13 




-81 


+ 120 




—6 


+1 


4,-3 


+9 


+6 




-434 


+52 




-5 


+ 1 


0,-2 


+39 
-224 
-54 


+26 
-138 
-35 






-19 




«• cos 


e* sin 








0,0,0 
1,0,0 


-0.47 










-42.67 


-8.84 









Hieraus, und durch die Formeln der Art. 62 und 68 wurden zuerst 
die P und Q Coefficienten gebildet, und dann durch Zuziehung der 
Tafeln des Art. 57 die M und N Coefficienten , aus welchen letzteren 
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durch die Formeln der Art. 63 und 69 die Störungen des Radius erhal- 
ten wurden. Zur Berechnung von M'(0.c) und Af"(0.c) wurden die 
Ausdrucke (26) gebraucht. Hiemit ergab sich 



f t' 


JA 
5 


8* 


cos 


sin 


cos 


sin 


0,0 


— 3.06o9 


— - - - 




■■ i ■ 


M 


-♦-1 .080 


+ 1 .503 


—0.692 


— 1 .322 


2,0 


+0./76 


■ O M Alf 

+3.595 


A ■)! A 

—0.310 


— 1.541 


3,0 


a A A 

-4-0.006 


+0.061 


A Af£ 

—0.014 


—0.06/ 


— 2, — 1 


-0.048 


+0.013 


+0.048 


—0.005 


— 1,-1 


— 1.238 


+ 0.289 


+ 1.052 


—0.259 


0,-1 


— 1 ..Y70 


A Ol* O 

— 0.868 




+0.925 


1,-1 


■ A } . j 1 


+0.679 


a t 1 1; 


A Uli* 

— 0.81 6 


2»-* 


— U.4bz 


+ 1 .052 


+ U.290 


A M AO 

— 0. i08 


3.-1 


+0.093 


0.000 


— 0.051 


—0.003 


-1,-2 


—0.005 


+0.146 


+0.004 


-0.075 


0,-2 


—0.139 


—0.431 


+0.101 


+0.698 


1,-2 


—0.524 


+2.235 


+0.449 


—2.203 


2,-2 


— 1 .32* 


+0.269 


■ A il f A 

+0.840 


—0.207 


3,-2 


— 1 .6/ 1 


—0.139 


+0.584 


+0.045 


4,-2 


— 0.049 


—0.040 


+0.039 


+0.018 


0,-3 


+1 .335 


-2.496 


-1.211 


+2.223 


1,-3 


+2.9085 


-1.8060 


— 2.928 


+ 1.252 


2,-3 


+ 13.437 


—0.091 


— 13.096 


+0.156 


3,-3 


+.1.291 


+2.81 1 


— 1 .294 


— 1.1 57 


4,-3 


+0.087 


. A AI* 

+0.240 


—0.062 


—0.100 


5,-3 : 


A A 1 'J 
U.Ol .1 


■ A A JA 

+0.020 


■ A AA 1 

+0.004 


—0.01 1 


0,-4 I 


+0.045 


4-0.007 


—0.027 


—0.009 


1,-4 


+0.075 


+0.047 


—0.033 


-0.043 


2, — 4 


+0.583 


+0.375 


—0.615 


0 405 


3,-4 


+ 0.474 


+0.682 


—0.299 


—0.467 


4,-4 


+0.017 


—0.039 


—0.002 


-0.002 


5,-4 


+0.071 


-0.042 


-0.023 


+0.014 


6,-4 


+0.001 


0.000 


0.000 


0.000 


1,-5 


+0.003 


+0.061 


+0.005 


-0.058 


2,-5 


+ 0.154 


-0.079 


— 0.198 


+0.186 


3,-5 


— 0.398 


-0.240 


+0.200 


+0.403 


4,-5 


— 1.043 


+0.708 


+0.373 


-0 231 


5,-5 


-0.028 


+ 0.009 


+0.017 


—0.011 


6,-5 


-0.023 


-0.024 


+0.008 


+ 0.007 


4,-6 


—0.042 


-0.011 


+0.038 


+0.004 


2,-6 


-0.0913 


+0.0321 


+0.134 


-0.074 


3,-6 , 


-0.874 


+ 1.071 


+ 1.050 


-1.190 


4,-6 1 


+ 1.276 


+0.021 


—0.438 


-0.048 


5,-6 , 


+0.119 


+0.084 


—0.046 


—0.031 


6,-6 | 


+ 0.001 


+0.003 


-0.002 


+0.001 
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J* pAC 

C l~'Ul> 


& ein 
e Mll 


£ COS 


£ ein 
e 3 Iii 


0,0 


-1645 




+3565 




1,0 


-38717 


+ 47678 


+38679 


-47641 


2,0 


-1481 


+ 1068 


+612 


-474 


3,0 


-17 


+6 


+21 


-13 


-1,-1 


—228 


+204 


+218 


-191 


0,-1 




+70 


+ 155 


-112 


1,-1 


-98 


+ 49 


+ 108 


—66 


2,-1 


-244 


+46 


+ 154 


-34 


0,-2 


-368 


-225 


+ 436 


+265 


1,-1 


-♦-453 


+31 1 


-412 


—270 


2 —2 

*> * 


— 352 


— 5. f i4 


+ 299 


+ 435 


3,-2 


-128 


-432 


+42 


+157 


0,-3 


-288 


+ 15 


+244 


-77 


1,-3 


+ 119. 7 


— 1677.4 


—350 


+1904 


2,-3 


+989 


-2721 


-1015 


+2805 


3,-3 


-406 


+ H64 


+ 189 


-488 


4,-3 


-56 


+44 


+21 


-21 





«• cos 


«• sin 


€* COS 


«• sin 


0,0 


— 1 .82 




+ 4.47 




1,0 


— 42.84 


—8.92 


+ 42.86 


+8.84 


2,0 


-1.84 


— 1.26 


+0.74 


+0.51 


3,0 


—0.03 


-0.02 


+0.03 


+0.02 



78. 

Um die Bedingungsgleichung anzuwenden, wurde hierauf der im 
Art. 56 enthaltene Ausdruck des Differentials von durch die Formeln 

In 

der Artt. 64 und 71 inlegrirt, und darauf die Grösse durch den 

im Art. 35 angegebenen Werth von Jn fUr unser Beispiel und durch die 
im Art. 59 (II) enthaltenen Glieder von v berechnet. Hiemit fand sich 







2» 


Jn 
* 


cos 


sin 


cos 


sin 


1,0 


-0:213 


-0:i 59 


+0:086 


+0T07 1 


2,0 


+0.001 


+0.059 






3,0 


+0.002 


+0.007 






-2,-1 


—0.012 


0.000 






-1,-1 


— 0.097 


+0.0*7 


+0.001 


+0.001 


0,-1 


+0.445 


+0.285 






• »-« 


+0.017 


—0.081 


+0.003 


-0.009 


2-« 


—0.049 


+0.121 






3,-1 


+0.033 


-0.007 
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—1 


—2 


+0:002 


+o:o(5 






o, 


—2 


-f-0.020 


—0.052 


— 0:001 


+o:ooi 


1, 


-2 


+ 0.247 


—0.888 


—0.009 


+0.008 


2, 


—2 


— 0.035 


+ 0.021 


-0.024 


+ 0.017 


3, 


-2 


-»-0.035 


+ 0.004 






4, 


-2 


-0.008 


-0.0(5 






o, 


-3 


+0.010 


-0.005 


+0.002 


— 0.001 


1, 


-3 


— 2.166 


+ 1.179 


+0.010 


0.004 


2, 


—3 


— 0.273 


+0.025 


+0.075 


0 000 


3, 


-3 


-f-0.003 


+ 0.005 


+0.003 


+0.002 


1, 


—3 


-f- 0.00 1 


—0.006 






5, 


—3 


— 0.006 


+0.008 


• 




1, 


-4 


— 0.056 


-0.005 






2, 


-4 


— 0.(30 


—0.094 


-l-O 002 


-1-0 001 


3, 
4, 


—4 


-»-0.040 


+0.082 


+0 001 




-* ; 


— 0.008 


+ 0.015 






5, 


-4 


-»-0.0(2 


—0.007 






6, 


-4 


0.000 


+ 0.001 






1, 


-5 


— 0.003 


— 0.003 






2, 


-5 


— 0.03.i 


— 0.035 


+0.001 


o.ooo 


3| 


— 5 


—0.002 


—0.055 


0.000 


+0.002 


4, 


zl\ 


+0.050 


-0.046 ■ 






R 




■ fl nin 

•+U.UI u 








6, 


" 


— 0.006 


-0.006 






1, 


—6 


0.000 


0.000 






2, 


—6 


+0.023 


+0.0(8 






3, 


-6 


+0.0(7 


-0.015 


0.000 


-0.001 


4, 


—6 


— 0.047 


+0.008 






5, 


=5 


— 0.003 


+0.004 




i 


6, 




-0.002 


-0.006 









e cos 


e sin 


6 COS 


« sin 


0,0 


+ 1492 




0 




1,0 


+5 


-19 


-9 


+ 28 


2,0 


— 10 


+28 






3,0 


+2 


-1 






-1,-1 


-12 


+ 10 






0,-1 


-6 


+6 






1,-< 


+ 11 


-8 






2,-1 


-16 


+ 5 






0,-2 


I -« 


-10 






1,-2 


-178 


-125 






2,-2 


-22 


-32 






3,-2 


-»-4 


— — 






0,-3 










1,-3 


-30 


+866 






2,-3 


-17 


+ 48 






3,-3 


-13 


+ 18 






4-3 


- 3 


-3 






0,0 


«■ cos 

II +1 35" 


_ _ 
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worauf die Glieder der Bedinguugsgleichungen (24 und der des Art. 71 
sieh wie folgt ergaben 



. 4 

1,1 


M(U') + S u {i,t) 


r/Ji,i') -4- etc. tli'brigWeibendf Fehler 


cos 


sin 


cos 


sin 




sin 


i a 


+0*388 


. ii" Inj 

+0.181 


+0T367 


+0T1 87 


+ 0.021 


A * A A t* 

— 0.006 


3 A 

2,0 


+ 0.4bb 


1 Q A « 1 

+ z.(».)4 


+o. loa 


. J A K A 


. A IIA') 

+ 0.01M 


t A AA t 


') A 




o hok 


— U ,UUJ 


— 0 OOS 


0 003 


-«-0 im J 


-2,-1 


rt /lad 

0.000 


. A A A O 

+ 0.008 


— 0.001 


. A A A /* 

+0.006 


• A AA 1 

+ 0.001 


■ A OAÜ 

+ 0.002 


—1,-4 


— 0. 1 8b 


+0.030 


— 0.1 89 


+ 0.029 


. a AAfJ 


■ A A A 1 

+ 0.001 


n i 


4-0.449 


+ 0.057 


+0.130 


+0.082 


■ A Alfi 

+ 0.019 


A A i ** 




— 0.124 


— 0. 1 37 


A 1 H 1* 

— 0. 1 2b 


A 1 <lf 

— 0.136 


■ A nl\j 

+ 0.002 


A Art 1 

— 0 001 




— 0. 1 bo 


+ u . .» » 


A 1 7(1 

— U. 1 7» 


. A Ol A 

+ U..J» J 




a nrt-i 

— 41. UUr) 




■ i\ A(3 

-t- u .vni 


0 mii! 


-1-0 A'UI 


A 001 


-*-0 003 


-4-H 00 1 


— 1,-2 


—0.001 


+0.0/ 1 


+0.002 


A AM 1 

+0.0; 1 


—0.003 


a ao A 

0.000 


n v 
0,— I 


—0.038 


+ 0.267 


—0.047 


+0.280 


+ 0.009 


A AI*) 

— 0.01 3 


1 , — z 


—0.075 


+ 0.032 


A A *• 1 

—0.054 


+ 0.038 


— 0.02 1 


— 0.006 


I, — Z 


— 0.481 


+ 0.062 


— 0.4/7 


+ 0 070 


A a IV T 

— 0.00/ 


A A i\ 4J 

— 0.008 


3, — z 


— 1 .087 


A AA f 

— 0.094 


— 1 .0/8 


A AlkO. 

— 0.093 


A AAlk 

— 0.009 


A AA J 

— 0.001 


*1 — ■ 


— 0.01 0 


A njj 
— U. (1 Ü z 


A A AO 

— O.UOo 


A A 1 K 


A an ■> 
— U.UUZ 




0,-3 


-»-0.124 


— 0.273 


A 1 1 " 

+0.1 15 


—0.268 


+0.009 


A A A ■ 

— 0.005 


1 G 

1,-3 


—0.019 




A Alf 

—0.014 


— 0.5.)9 


—0.005 


* A AA" 

+0.005 


Z, — .J 


+0.341 


+0.065 


+0.349 


+0.069 


— 0.008 


A A A 1 

— o.oot 


3,— 6 


+ 1 .997 


+ 1 .(>•■> 4 


+ 1.989 


+ 1.049 


+0.008 


+ 0.005 


4,— 3 


+0.025 


r\ IIA 

+0, 1 10 


+0.021 


+ 0.137 


■ A A a 1 

+ 0.001 


- /\ A All 

+0.003 


• ), — .! 


A A A A 


■ a a An 


A A Ali 

— O.OUn 


. a aa*i 


— ll.UUI 


■ A Alk 1 

-f- ( 1 , U U 1 


0,-4 


+0.018 


A A ii t 

— 0.002 


+ 0.006 


A A A 4* 

— 0.00b 


. A /I |J 

+0.012 


a A A A i 

+0.004 


1,-4 


+0.042 


+ 0.001 


+ 0.022 


— 0.016 


• A A tt A 

+ 0.020 


. A ADA 

+0.020 


2,-4 


— 0.032 


A A *1 A 

— 0.030 


— 0.022 


— 0.042 


A AIA 

— 0.010 


■ t\ AIA 

+0.01 2 


3,-4 


, +0.175 


+ 0.215 


+0.166 


+0.205 


+0.009 


+ Ü.010 


4,-4 


+0.015 


A A t 1 

— 0.041 


+ 0.015 


A A>) 1 

— 0.034 


0.000 


— 0.007 


5,-4 


+0.048 


-0.028 


+0.046 


-0.028 


+0.002 


0.000 


b, — * 


+0.001 


0.000 


0.000 


+ 0.001 


+ 0.001 


—0.001 


1,-5 


+0.008 


+ 0.003 


+0.007 


—0.003 


+0.001 


+0.006 


*,-5 


-0.044 


+ 0.107 


-0.011 


+0.087 


-0.003 


+0.020 


3,-5 


— 0.198 


+0.16 5 


—0.200 


+0.173 


+0.002 


—0.010 


4,-5 


—0.670 


+0.477 


—0.624 


+0.446 


—0.046 


-0.031 


5,-5 


—0.01 1 


— 0.002 


—0.006 


+ 0.001 


-0.005 


—0.003 


6,-5 


-0.015 


-0.017 


-0.016 


-0.015 


+0.001 


-0.002 


1,-6 


—0.004 


—0.007 


—0.003 


—0.003 


—0.001 


— 0.004 


2,-6 


+ 0.043 


—0.012 


+0.040 


—0.043 


+0.003 


+0.001 


3,-6 


+0.176 


-0.119 


+0.186 


-0.107 


-0.010 


-0.012 


4.-6 


1 +0.838 


—0.027 


+ 0.842 


—0.019 


— 0.004 


—0.008 


5,-6 


+0.073 


+0.053 


+0.072 


+0.055 


+ 0.001 


— 0.002 


6,-6 


-0.00 1 


+0.004 


-0.002 


-0.006 


+ 0.001 


-»-0 010 



£ cos 


e sin « cos 


e sin 


e cos 


csin 


0,0 

4,0 

2,0 

3,0 


+ 1920 
— 38 
—869 
+ 4 


|| +1880 
-37 -43 
+594 -871 
-7 ! +2 


1 +40 
+35 +5 
+595 J +2 
-4 1 +2 


+ 2 
— 1 

—3 
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-1,-1 


-10 


+ 13 


-11 


+ 14 


+ 1 


-1 


0,-1 


4-56 


-12 


+ 51 


-40 


+ 5 


-2 


1,-1 


+ 10 


-17 


+ 10 


— 11 


0 


-3 




-90 


+ 12 


—97 


+8 


+7 


+ 4 


0,-2 


-»-68 


+40 


+68 


+ 42 


0 


-2 




+ ♦ 1 


+ 41 


■ 1 K 
+ *>» 


+ .18 


i 

— * 


+ 3 


2,-2 


— 53 


-119 


-51 


-124 


-2 


+ 5 


3,-2 


— 86 


-275 


-86 


-275 


0 


0 


0,-3 


-44 


-62 


-18 


-62 


+ 4 


0 


1,-3 


—230 


+227 


-234 


+229 


+ 4 


—2 


2,-3 


-26 


+ 84 


-18 


+84 


-8 


0 


3,-3 


-217 


+676 


-217 


+677 


0 


— 1 


3 ; 


-35 


+ 23 


-32 


+20 


-3 


+3 




I «* 008 


««sin ' 


e 2 cos 


e* sin 


«* cos 


«• sin 


O.M 


! -1-2.65 




+ 2.67 




-0.02 




1,0 


1 +0.02 


—0.08 


+0.02 


—0.08 


0.00 


0.00 


2,0 


| -1.10 


-0.75 


— MI 


—0.75 


+0.01 


0.00 


3,0 


0.00 


0.00 


0 


0 


0.00 


0.00 



Diese Uebereinstimmung ist befriedigend , und man sieht daraus, 
wie genau man die Störungen zweiter Ordnung durch diese Methode 
berechnen kann, obgleich man genöthigt ist, viele der Coefßcienten aus 
einer ziemlich grossen Anzahl von Gliedern zusammen zu setzen. 



79. 

Es muss noch gezeigt werden, wie weit die aus dem fünften Satze 
des §. 7 (II) entspringenden Bedingungsgleichungen, die hier durch die 
Gleichungen (25) ausgedrückt worden sind, in unserem Beispiel durch 
die numerische Rechnung erfüllt worden sind. Wenn wir blos die Theile 
von F(0.a) und H(0.jr), die hier in Betracht kommen, aufnehmen, so ist 
aus der Tafel für das Differential von d\V Q des Art. 55 

F(0. «}=+0:000 10; // (0. »;=-0:08982 
F(0.«)=-0:0000093; tf'f0.*)=-0:0008534 

F'(i.c)=—0:00003; G'(4.c)=— 0:0000347; tf' l.c)=— 0"Ö0073 

und aus der Tafel des Arl. 57 

/' 1 0. c) = — 0-00396 ; J' (1 . c) = — 0:001 03 
J u (0. c) = - 0:0000 134; J (1 . c) = — 0:00000 1 7 
r (i . s) = - o:oüoooo8; r (2. s) = — 0:0000126 

15» 
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lliemit werden die Glieder der Gleichungen der Reihe nach 

F(O.s) = -h O'.'0001O 
-jiKO.s) = -h 0.00381 
J'iO.c) = —0.00396 
eJ"(i.s} = 0.00000 
-\ F'(i.e) = 0.00000 

jG'(\.c)= 0.00000 F'Q.si = — 0"0000093 

■~H'(\.c) = 0.00000 -*tf'{0 «) = -h 0.0000362 

— | J'(l.c) = 0.00004 2/70. c) = — 0.0000268 

- £ /•(*.*) = 0.00000 - e/'f l.c) = H- 0.0000001 

Summe = — 0?00001 Summe ob — 0"0000002 

welches eine sehr befriedigende Uebereinslimmung ist. Ich bemerke 
hiebei, dass die einzelnen Glieder dieser Bedingungsgleichungen bei 
ihrer Berechnung aus einer weil geringeren Anzahl von Gliedern zu- 
sammengesetzt sind, wie die Glieder der im Art. 55 für unser Beispiel 
untersuchten Bedingungsgleichung. 

80. 

Integrirt man nun den im Art. 77 enthaltenen Werth von ^ durch 
die Formeln der Artt. 65 und 72. so ergiebt sich 



ndz 


J/ 


sin 


— cos 


,.- 


sin 


—cos 


1,0 


-m:78 


+ 1:74 


-1,-2 


0:00 


-orto 


2,0 


+ 0.36 


+ 1.77 


0,-2 


+o.n 


+0.77 


3,0 


-0.01 


0.00 


1,-2 


-1.49 


+7.35 


-2,-1 


0.00 


0.00 


2,-2 


-0.95 


+ 0.14 


-1,-1 


+ 0.88 


— 0.24 


3,-2 


-0.70 


-0.06 


0,-1 


+ 4.10 


+2.62 


4,-2 


+0.01 


-0.01 


1,-1 


+0.63 


+ 1.03 


0,-3 


-1.16 


+2.32 




— 0.29 


+ 0.62 


«,-3 


— 57.79 


+36.90 


3,-1 


+ 0.04 


-0.02 


2,-3 f 


+ 13.77 


—0.15 
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3,-3 




-4-1:44 


2,-5 


+0T66 


-0:28 


4,-:* 


—0.02 


+ 0.04 


3,-5 


—0.29 • 


—0.2« 


5,-3 


0.00 


0.00 


4,-5 


—0.45 


+0.32 


0,-i , 


—0.03 


0.00 


5,-5 


+0.04 


-0.01 


1,-* 1 


—0.13 


—0.08 


6,-5 


— 0.01 


-0.01 


2,-4 


+0.92 


+0.57 


1,-6 


+ 0.03 


+0.01 


3,-4 


+0.28 


+0.41 


2,-6 


+0.58 


+0.14 


4,-4 


0.00 


—0.03 


3,-6 


-1.02 


+ 1.02 


5,-4 


+0.02 


— 0.01 


4,-6 


+ 0.69 


-0.01 


1,-5 


+0.01 


-0.09 


5,-6 


+0.08 


+0.03 





e sin 


— ecos 


« sin 


— «cos 


0,0 




+311 170 


0,-2 


+555 


+ 342 


1,0 


-38532 


+ 47718 


1,-2 


+ 1597 


+ 1138 


2,0 


+81 


-478 


2,-2 


-281 


-421 


3,0 


+ 15 


-13 


3,-2 


— 49 


-177 


-1,-4 


+ 466 


-149 


0,-3 


+281 


— 82 


0,-1 


+244 


— 169 


»,-3 


— 1979 


+ 34391 


* -« 


-129 


+ 68 


*,-3 


+ 1049 


-2828 


2,-1 


-145 


+27 


3,-3 


— 228 


+ 654 








4,-3 


-43 




e* sin 


— «* cos 








0,0 




+ 1.72 








1,0 


-42.61 


—8.87 








2,0 


-0.01 


-0.44 








3,0 


+ 0.02 


+0.01 









wo die Säcularönderung durch den Ausdruck (27) berechnet worden ist. 

Kür die Breilenstörungen erhalten wir aus den Zahlenangaben des 
Art. 59 durch Integration und Addition 









u 










c«si 






i,r 


sin 


COS 




sin 


cos 


0,0 




+0:47 


2,-2 


-0:13 


+0:42 


1,0 


-0'.'20 


— 0.05 


3,-2 


+0.04 


+0.07 


2,0 


— 0.27 


+0.13 


0,-3 


-0.19 


+0.76 


-1.-1 


+0.06 


+ 0.16 


1,-3 


-0.26 


+0.38 


0,-1 


+0.01 


+ 0.08 


2,-3 


+0.35 


+0.30 


1,-1 


—0.44 


-0.18 


3,-3 


— 0.52 


—0.16 


2,-1 


—0.07 


+0.02 


4,-3 


—0.02 


0.00 


0,-2 


+ 0.39 


0.00 


3,-6 


-0.13 


+ 0.20 


1,-1 


| +0.01 


+ 0.08 


4,-6 


-0.07 


-0.15 
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i tili 
C Olli 


c l US 


■ 7 "■: ' 

e sin 


e cos 


0,0 
1,0 
2,0 
3,0 


| 

1 — S948 
- 1 307 
-21 

■ 


H-liWS 
+591 
+ 1616 
+29 


0,-3 + 162 
4,-3 —1096 

2, _3 -98 

3, -3 1 -4329 

4, -3 -59 


+ 1456 
-189 

+ 1691 
+ 288 
+ 40 




«* sin 


«• cos 




0,0" 1 

1,0 

2,0 

3,0 1 


—8.01 
+2.40 
-1-0.05 


+9.?9 
— 46.28 
+ 4.68 
+0.10 





Üie Integration des im Art. 60 angegebenen numerischen Werthes 
des Differentials von /"gicbt die grösslen Glieder dieser Function wie folgt, 
rcos i = +• 0:002 4 I n< - ori l sin ( 1 . 3) -|- o:00 cos (1 . 3) 

und durch die Substitution der numerischen Werthe in den Ausdruck 
des Art. 75 bekommt man 

*,ti = [— 0:0000022 — 01000 1 502 sin e -+ o:0000265 cos * j «* sin • cos(« — 0) 
-I- j 0'.'0000004 -l- 0r0000265 sin « — 0.0000047 cos e | «* sin i sin (»— 0) 

Diese beiden Functionen sind also unbedeutend, wenn man die Ekliptik 
oder den Aequator als Fundamentalebene annimmt. 



81. 



Wir haben endlich noch die Correctionen zu betrachten , die aus 
der Verbesserung der Integrationsdivisoren entstehen , und wovon die 
grösslen schon im Art. 62 (II) angegeben sind. Durch die Ausdrücke 
des Art. 56 (II) fand sich 



sin 




2rVr 



cos 



sin 



0 | -0:09 -0:0- 

0:00 0.00 0.00 

+0.01 +0.03 —0.03 

+0.07 ( +0.12 —0.08 

+0.02i| +0.05 1-0.02 

+0.07 +0.21 —0.09 

0.00 j+ 1.50 
+0.01 1—0.04 



0.00 
-0.01 I 
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Die numerischen Werlhe der willkuhrlicben Constanten können 
erst weiter unten berechnet werden. 

§. 7. Berechnung der von den Producten der störenden Massen 

abhängigen Glieder. 

Bestimmung der numerischen Werthe der willkQhrlichen Constanteu 

der zweiten Annäherung. 

81 

Da die kleinen Planeten auf die andern keine merkliche Wirkung 
äussern, so entstehen hier die von den Producten der störenden Kräfte 
abhängigen Glieder aus den Störungen, die die störenden Planeten 
von den andern Planelen unsers Sonnensystems erleiden, und es sind 
zunächst die Säcularänderungcn der Bahnen der störenden Planelen, 
und vorzugsweise die der Jupilersbahn in Betracht zu ziehen. Insoweit 
diese vom Saturn herrühren, entnehme ich sie den »Untersuchungen 
Uber die gegenseitigen Störungen des Jupiters und Saturns«, lasse aber 
die Breitenstörungen weg, die kleiner sind wie die Übrigen und ge- 
ringem Einfluss haben. Wenn man die dort gefundenen Werthe auf die 
Saturnsmasse ss^Vt reducirt, so wird 

n'di = \ '.'02 1 35 «'/ sin g — 1 "A 39*8 n't cos g 
+ 0.01228«'/ sin ig — 0.0 1370 «7 cos ig 
+ 0.00029 n't sin '.ig — 0.00033 n't cos 3g 
v = — 0101 229 »7 

— 0.51 068 n't cos g — 0156965 n't sin g 

— 0.0 1 228 n't cos ig'— 0.0 1 370 n't sin ig' 

— 0.00044 n't cos Sg'— 0.00050 n't sin 3^' 

Die von den übrigen Planelen herrührenden Glieder habe ich aus 
der Mit. cel. entnommen. Nach der Heduction auf die jetzt für die 
besten anerkannten Werlhe der Massen, der Verwandlung in Sexage- 
simalsecunden und der Einführung von n't statt /, fand sich 
n'dz = -+• 0.00245 n't sin g —0.02744«'/ cq* 9 ' 
-h 0.00004 n't sin ig — 0.00032 «'/ cos ig 
r* = -0.00004 n't 

— 0.00 1 23 n't cos g - 0 0 1 37 2 n't sin g 

— 0.00004 «7 cos ig — 0.00032 «7 sin ig 
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addirt man diese zu den vorstehenden, so wird im Ganzen 

n'(Jz'= -h 1 .02380 n'l sin g — 1M 6672 n'l cosg 
-+- 0.01 232 n'l sin 2</'— 0.0 1 402 n'l cos ig 
■+■ 0.00029 n'l sin 3g — 0.00033 n'l cos 3^ 

,-' =— 0:'0I233h7 

— 0.51 191 n'lcosg - 0.58337 n'/ sing 

— 0.0 1 232 n'l cos 2g — 0.01 402 n'l sin 2</' 

— 0.00044 n'l cos 3^'— 0.00050 n t sin 3g' 

wo noch »'/ und g durch * zu eliminiren sind, um die im Vorhergehenden 
angewandle Form zu erhallen. 

83. 

Zufolge des Art. 74 : l) ist, da hier erlaubt ist die constanten Glieder 
wegzulassen, n'l ^ ^ - ft e sin, 

Da aber das Glied — /iesine Glieder anderer Form und noch dazu un- 
bedeutende hervorbringen wllrde, so dürfen wir auch dieses weglassen 
und in den obigen Ausdrucken 

n'l = t uf 

setzen. Ferner ist a. a. O. gefunden worden 

— y n -t~ y » -t- . . . 

wo z die zu g', y die zu und n die zu c — t uc gehörige, imaginüre 
Exponentialfunction ist. Da die reciproke Gleichung 

,.' _ ,(0) .> .' j (I) -1*01 • * . f <») 



71 



wird, so bekommen wir sogleich 

sin i'g = ± etc. - sin f-2.i'; + sin — 1,i' ; 

- J5 sin (0,i') - J*J sin ( I , t ) - sin (2,f ;, - etc. 

cos « T etc. /g cos (-2,i'j - jg cos (— 1 , f) 

■+■ J% cos 0,t -4- J<J cos (1,0 + cos (2,i ) -+- etc. 
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wo wieder allgemein . „ 

mm (i * - i(c — cp) 
gesetzt worden isl. Für unser Beispiel giebt der Arl. 84 (I) die folgenden 
numerischen Werlhe der J Functionen 

log (/?-l) — 6.3898»; log J^« 8.18987; log/?- 6.0388; 

log (/J -I) - 6.9448»; log = 8.47076 ; 

ii s.w., durch deren Anwendung die im vor. Art. gefundenen Aus- 
drücke für ridz und v in folgende Ubergehen, 

n'dz'= — O'.'OOOOi* sin (—2,1) - 0.00004* cos (—2,1) 
H- 0.00528 * sin (—1,11-1- 0.0060 1 * cos (— 1 ,1 ) 

— 0.35670* sin (0,1) — 0.40648* cos (0,1) 

— 0.00528* sin (1,1} —0.00601 * cos(l.l) 

— 0.00004* sin (2,1) —0.00004* cos (2,1) 
+ 0.00013* sin (—1,2) + 0.0001 4* cos (—1,2) 

— 0.00429* sin (0,2) — 0.00489* cos (0,2) 

— 0.00013* sin (1,*) —0.00014* cos (1,2) 

— 0.00010* sin (0,3) —0.00012* cos (0,3) 
v =— 0:00429* 

— 0.00002* cos(— 2, I j-i- 0.00002* sin (—2,1) 
H- 0.00264* cos — 1,1) — 0.00301 * sin (—1,1) 

— 0.17835* cos 0,1) -1-0.20324* sin (0,1) 

— 0 00264* cos (1,1) h- 0.00301 * sin (1,1) 

— 0.00002* cos(2,1) -1-0.00002* sin (2,1) 
+ 0.000 1 3 * cos i — 1 ,2) — 0.000 1 4 * sin (— 1 ,2) 

— 0.00429* cos (0,2) -1-0.00489* sin (0,2) 

— 0.000 1 3 * cos (1 ,2) -+- 0.0001 4 * sin (1 ,2) 

— 0.00015* cos (0,3) +0.00018* sin (0,3) 

die mit den Facloren F und G des Ausdrucks von zu multipliciren 
sind, und von welchen die kleinsten der angeführten Glieder nichts 
Merkliches geben, und daher übergangen werden können. 

84. 

Den Coefficienten F bekommt man nach Art. 46 (I) durch die Dif- 
ferentiation des Ausdrucks von T nach c, und G durch Addition der 
Ausdrücke von Vnach Tund durch Umkehrung aller Zeichen. Mil wenig 
.Mühe ergiebl sich daher für unser Beispiel 
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l ] i 



• -4 
1,1 


cos 


sin 


sin 








I 


.'•-■--» . 




0,0,0 i 


0 






— 0?29 


-4,4,0 


0 


0 


-91 ^96 


+0.29 


0,4,0 


0 


0 


+ 3.75 


+ 1.67 


— 4,2,0 


0 


0 


+5.43 


+ 1.71 


4,0,0 


0 


0 


—6.91 


—3.61 


2,0 


0 


0 


+24.94 


+ 9.19 






0 


— 4.48 


-0.61 






0 


—32.00 


-11.80 


-2,-1 


-0T83 


-ori3 


— 4.03 


-0.77 




-1-1.44 


+0.27 


+ 5.98 


+ 1.53 




—0.05 


—0.13 


—0.75 


-0.72 


-4,-1 


+ 4.20 


+ 1.70 


+6.42 


+8.29 




-2.29 


—3.24 


— 4 2.79 


— 17.17 




+0.58 


+0.00 


+4.17 


+ 5.77 


0,-1 


— 0.12 


-1.09 


- 1 .85 


-4.74 




-2.14 


-0.65 


-7.23 


— f .80 




+2.95 


+2.74 


+ 10.82 


+ 10.91 


1,-1 


-4-3.90 


+ 11.02 


+ 15.79 


+ 46.27 




-»-4.34 


+ 4.55 


+6.01 


+ 20.03 




-6.54 


— 19.19 


-26.99 


—81.52 


2,-1 


-4.87 


+ 1.20 


-5.08 


+ 4.66 




-4-0.65 


—0.84 


+ 2.26 


—2.73 




-»-4.84 


— 1.06 


+4.37 


— 4.88 


3,-4 


+0.27 


—5.60 


+ 1.42 


—27.99 




—0.06 


+ 1.25 


—0.29 


+ 4.79 




—0.32 


+6.25 


-1.71 


+32.67 


-4,-2 


-»-0.04 


+ 1.01 


+0.27 


+ 2.44 




+0.06 


-2.30 


-0.09 


-6.37 




—0.48 


+ 1.04 


-0.47 


+ 3.37 


0,-2 


+ 1.83 


— 1.73 


+2.90 


—3.05 




-5.44 


+ 5.90 


— 11.24 


+14.02 




+ 4.81 


-2.73 


+5.97 


-8.40 


4,-2 


-27.91 


+ 23.39 


-44.27 


+39.08 




+ 41.49 


—6.68 


+ 17.98 


—9.63 




+34.40 


-28.37 


+ 49.81 


-48.84 




+ 479.65 


-126.95 


+283.47 


— 201.09 




— 54.72 


+38.72 


—81.48 


+ 58.07 




— 484.95 


+ 130.78 


—296.84 


+210.37 


3,-2 


+8.73 


+0.24 


+ 18.37 


+0.20 




—3.81 


+0.41 


—7.25 


-0.03 




—6.52 


— 1.76 


— 15.75 


-1.67 




—7.94 


+2.19 


-23.51 


+6.45 




+ 1.97 


-0.54 


+ 5.26 


-1.47 




+8.69 


—2.39 


+26.38 


— 7.10 


0,-3 


+0.24 


—0.46 


—0.43 


— 0.60 


-2.08 
!• +2.50 


+4.35 
-0.54 


-5.12 
+5.35 


+2.26 


-1.19 
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1,-1 


1 -7T44 


+ 4T21 


-6T42 


I +4T51 




+8.71 


+0.77 


+ 13.26 


+2.46 




-1-3.89 


-6.42 


-1.36 


-8.24 




+86.90 


-1.33 


' +105.48 


+8.58 




— 28.96 


— 1.65 


-34.47 


—5.75 




—91.62 


—0.02 


-112.76 


-10.48 


3,-3 


-154.57 


-118.76 


-213.80 


-162.98 




1 +48.56 


+37.33 


+65.78 


+49.93 




j +158.23 


+ 120.65 


+220.03 


+ 166.97 


i,-3 


-5.69 


-12.30 


-10.05 


—21.10 




+2.37 


+ 4.61 


+3.45 


+7.50 




+3.98 


+ 10.92 


+ 8.41 


+ 19.69 


1,-4 I 


—0.98 


+ 1.61 


—0.19 


+2.43 




+ 2.46 


+ 1.73 


+3.04 


+2.76 




—0.59 


-3.79 


—2.26 


-6.00 


2,-4 ! 


+ 18.22 


+5.66 


+ 16.57 


+ 5.59 




-6.03 


-7.00 


-5.53 


—9.67 




-19.24 


— 3.18 


-17.54 


-0.90 


3,-4 


—32.27 


—87.93 


-32.34 


— 103.10 




-1-9.38 


+29.94 


+ 10.03 


+34.94 




+32.40 


+91.31 


+31.47 


+ 107.71 


4,-4 


— 49.52 


+ 132.60 


—62.24 


+ 169.65 




+ 15.90 


-42.30 


+ 19.55 


-53.64 




-1-49.59 


-135.09 


+ 62.74 


-173.11 




-9.97 


+ 10.60 


-15.23 


+ 16.51 




+ 3.58 


—3.89 


+5.37 


— 5.57 




+9.39 1 


-9.20 


+ 14.63 


-15.24 



wo mehr Glieder angesetzt sind, wie gebraucht werden. 

85. 

Die Multiplicationen wurden nun auf die im §. 5 erklärte Art und 
nach den dort gegebenen Formeln ausgeführt, wodurch sich ergab, 





! Fndz' 


] Gv' 


\ — « sin 


e cos 


— « sin 


t cos 


0,0,0 




+0.12 




-0.26 




+0.15 


-0.24 


-0.45 


+0.53 


0,1,0 


| +1 


-1 


-1 


+ 3 


— 1,2.0 






— 1 


+ 1 


1,0,0 


— 1.28 


+ 2.82 


+2.66 


—6.26 


1,-1 


+4 


+ 1 


-4 






— 2 




+ 1 


-1 




—6 


-1 


+4 






-28 


-7 


+23 


+ 4 


N 




+ 2 




-1 




+29 


+ 7 


-24 


-5 
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1,-« 


+ 1 


+ 1 


+ 3 


+ 1 








+ 1 


+ 1 




— J 


— 1 


■ 

— •» 


— 3 


2,-2 


-7 


— 9 


+5 


+6 




+ 2 


+ 3 


-1 


-2 




+ N 


+ 9 


— o 


— fi 


8,-8 


+ 1 


+25 


— 1 


— 18 






— s 


+ 1 


+8 




a 

£ 


— Z<) 


+ 2 


+ 1H 


0,-3 













-1-0.12 


+ l.0o 


+0.20 


+ 1.19 


1,-3 


+0.06 


+ 3.11 


—0.07 


+ 4.36 




+0.31 


—2.22 


+0.37 


— 1.14 




— U. Zu 


K A3 
■i.VZ 


— U. 1 o 


— 5.3 / 


2,-3 


+ 1 


—31 


+ 2 


—23 




-2 


+9 


-1 


+7 




-1.67 


+31.43 


— 3.26 


+ 22.83 


3,-3 


—6 


tl! 


+ i 


—7 




+2 




-2 


+2 




+6 


-H 


-4 


+7 


4,-3 


+ 17 


-7 


— H 


+ i 




—5 


+2 


+ 4 


-1 




-17 


+7 


+ 12 


-4 



Man controlirt diese Producte auf dieselbe Art wie die vorher- 
gehenden. Man addirt nemlich je drei , zu einem und demselben Argu- 
ment gehörigen, Glieder der Hülfsgrössen des vor. Art. und multiplicirt 
diese Summen wieder mit n'dz und bez. mit v, die Producte müssen 
mit den ähnlichen Summen aus der vorstehenden Tafel übereinstimmen. 
Diese Producte sind hier zugleich Fridz und GV, die das Differential 
von d ^ bilden, und dienen folglich auch zur Anwendung der Bedin- 
gungsgleichung (1) auf die Controle der hier zu berechnenden Glieder. 
Da die vorsiehenden Producte so einfach zu berechnen gewesen sind, 
und so kleine Coefficienteu enthalten, so habe ich in diesem Falle nicht 
für nöthig gehalten, die eben beschriebene Controle anzuwenden. 

86. 

Aus der Summe der beiden Producte des vor. Art. bekommen wii 
das Differential von d\V 0 , denn da wir die Breitenstörungen des Jupiters 
Ubergangen haben, so wird hier 

d ^= Fn'Az +■ Gr 
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Die Integration nicht nur dieses Ausdrucks, sondern auch die der fol- 
genden, wird ohne Ausnahme durch die im vor. § entwickelten Formeln 
ausgeführt, weshalb ich die Integrale gleich folgen lasse. 



dW 0 


t,— t" cos 


sin 


1,-1* j cos 




0-3 


0:000 
+0.011 

0.000 

-1-0.0460 

0.0000 
—0.0001 


OTOOO 
-0.002 
0.000 

0.0000 
0.0000 
-1-0.0000 


1 

t 

1 


0:000 

0.000 
-1-0.263 


0:000 
0.000 
+0.024 



J 


e cos 


«sin 1 


„ .„ I 


e cos 


e sin 


-1,1,0 


—0.30 


-♦-0.29 


0,-3 






0,1,0 




+2 




-8 


-49 


-1,2,0 


-1 


+1 








1,-t 




-»-2 


1,-3 


+0.2 


—209.1 




-1 


-1 




+0.7 


—3.5 




+6 


-»-3 




+0.4 


+9.9 


2,-1 


— 3 


-2 


2,-3 


+3 


—57 




+ 1 






-2 


+8 




-1-8 


+3 




+ 109 


-1194 




+ 13 


-4-7 


3,-3 


-1 


+2 




+ 1 


-1-1 






— 1 




-H4 


-»-6 




+ 2 


— 4 


2,-2 


-2 


-2 


1,-3 


+2 


-1 




-f-10 


-1-10 




-3 


+ 2 


3,-2 




4-3 












-1 












-6 








«* cos 


€* sin 








0,0,0 


-0.07 










1,0,0 


-1.72 


-0.69 









Zufolge des fünften Satzes des §. 7 (II) muss hier die Gleichung 

0 = — oroooootn -1- 0:00001 72 x| 

stattfinden, die auch bis auf die letzte Stelle erfüllt ist. 
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26p 


fkdl 


h— * 


cos 


sin 


sin 


— cos 


0,-3 
4,-3 

2,-3 


— oroi 

-0.07 
-0.26 


o:oo 

0.00 
-0.02 


-o:oi 

-4.47 
•4-0 26 


iCOi) 
-1-0.04 
+ 0.02 



e cos 


e sin 


£ sin 


1 

— t cos 


1,0 


+2 


-4 


-2 


+6 


4,-4 


-II 


-6 


+8 


+ 6 


2,-4 


—4 


■ 


+3 


+4 


1,-2 


-33 


-17 


+82 


+ 46 


2,-2 


-8 


-8 


+5 


+6 


3,-2 




+2 




—2 


0,-3 


-8 


-17 


+ 8 


+ 38 


1,-3 


-7 


+ 295 


+68 


+3258 


2,-3 


-116 


+ 1 259 


+ 115 


-1273 


3,-3 


-1 


+ 2 


-2 


+ 26 





«* cos 


e* sin 


«* sin 


— «* cos 


0,0 
1,0 
2,0 


+ H.I5 
+ 1.72 


+0.69 


-1.72 
+0.04 


+ 0.15 
-0.69 
+ 0.02 



Nachdem man in diesen und in den im vor.§ berechneten, mit t und #* 
multiplicirlen Gliedern durch die Ausdrücke des Art. 74 nt und >r t- stall 
e und ** ausserhalb der Sinus- und Cosinuszeichen eingeführt hat, muss 
man / von dem Zeitpunkt an zählen, für welchen die den Rechnungen 
zu Grunde gelegten Kiemente gelten. Wenn daher die Elemente des 
gestörten und die des störenden Planeten, die in der Störungsrechnung 
angewandt worden sind, zwei verschiedenen Zeitpunkten angehören, 
so hat dieses keine andere Wirkung, als dass der Werth 1=0 ausserhalb 
der Sinus- und Cosinuszcichcn in den im vor. § berechneten Gliedern 
ein anderer ist, wie in den in diesem § berechneten, und indem man in 
der einen oder anderen Gattung dieser Störungen für t den Unterschied 
dieser beiden Zeitpunkte ein für alle Mal subslituirt, reducirt man / für 
beide auf Einen Zeitpunkt. Hiemit ist die im Art. 77 (I) eingefugte Be- 
merkung erklart. 
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Ausser den im Vorhergehenden betrachteten, von den Producten 
der Massen abhängenden Störungen können noch hie und da solche 
merklich werden, die in ihren Argumenten Vielfache von drei Anomalien 
enthalten, und zwar Vielfache von der Anomalie des gestörten Planeten 
und von den Anomalien von zwei störenden Planeten. In der Bewegung 
der kleinen Planeten sind es vorzugsweise Jupiter und Saturn, die hie- 
bei in Betracht kommen . und es soll daher im Folgenden die mittlere 
Anomalie des Jupiters mit g, und die des Salurns mit g" bezeichnet 
werden. Da solche Ungleichheiten immer nur dadurch merklich werden, 
dass sie bei den Integrationen sehr kleine Divisoren bekommen, so wer- 
den von denselben in der Regel Uberhaupt nur die Glieder merklich, die 
das Quadrat des kleinen Divisors erhallen, und dieser Umstand erleich- 
tert ihre Berechnung sehr. Aus den Artt. 38 und 45 (II) geht hervor, 
dass alle Glieder, die die Quadrate der Divisoren erhalten, aus der dop- 
pelten Integration von «(^") entspringen, wenn wir daher die kleinen 
Breitenstörungen des Jupiters und Saturns Ubergehen, so wird fUr die 
oben genannten Glieder 

-»J^)«-[(^*-CSD]-i* 

wo Sl den Theil der Störungsfunction bezeichnet, welcher vom Jupiter, 
und St den, welcher vom Saturn herrührt, und c, n'dz\ v sich auf den 
Jupiter, sowie c, ndz", v sich auf den Saturn beziehen. Beide Functio- 
nen geben hier Grössen von derselben Ordnung, nemlich von der Ord- 
nung mm", wenn damit die Massen des Jupiters und des Saturns ver- 
standen werden. Die von den Saturnstörungen herrührenden Glieder 
sind jedoch, im Allgemeinen wenigstens, um deswillen kleiner, wie die 
aus den Jupilerstörungen entstehenden, weil das Verhallniss der grossen 
Achse des gestörten Planeten zur grossen Achse der Saturnbahn kleiner 
ist, wie zu der der Jupiterbahn. 
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88. 



Die Jupiter- und Saturnstörungen sind durch Reihen gegeben, die 
nach den Sinussen und Cosinussen der Vielfachen der mittleren Anoma- 
lien g und g" fortschreiten, wahrend die Störungen der kleinen Planelen 
hier in der Form 

ä|(i->»«-f(«'-H 

dargestellt worden sind. Zum jetzigen Zweck muss die eine dieser 
Formen auf die andere hingeführt werden , und es ist bei Weilern das 
Einfachste, die Form tg) auf die vorstehende Form hinzufuh- 

ren, wie die entgegengeselzte Reduclion auszuführen. Die Ausführung 
dieser Umformung werde ich weiter unten geben , und sie hier schon 
ausgeführt annehmen. Seien daher 

* 

ndz = (t o sin{0,k', k") H-«,sin( 1 , k', k") ■+- «, sin ( 2,&\&")H 

— a, sin ( — I , k', k") «, sin ( — 2, k', k") H 
H-/5 , o cos(0,/c',D + /? J cos( \.k',k") +fi t cos[ 2,k',k")-\ 

— ß x cos (— 1 , U, k") ßcos (—2, k', k') H 
v— y 0 cos (0, k', k") -+- y x cos ( 1 , k, k") y, cos ( 2 , k\ k") H 

— y x cos (— 1 , k', k") -+• cos (—2, k, k") H 
<J 0 sin (0, k', k") + d x sin ( 1 , fc', Ä") H- <J a sin ( 2, k") H 

— d t sin (— i , k\ k") -+- <>, sin (—2, k', k") H 
wo allgemein 

(ft. k', k") = ,ic) - fc' (c /*'c) 

ist, eine Reihe von Gliedern aus den vom Saturn verursachten Jupiter- 
störungen; seien ferner gleichwie in der Abhandlung II 

(0 aJl = 2' vfc (», t\ c) cos |(t— »» f — t (c— //c) j 
-h 22b{i,$, t) sin j(t— §V) *""«' ( c '— / <c )l 
von welchen für unser Beispiel die Zahlenwerlhe der Coefficienlen im 
Art. (84) (I) gegeben sind; ferner 

("~ dH) = ~" 22 d (t, t, c) sin ({§—•» *— » (c — /<c)j 

-+- (i, 1", 8) COS t» *-» (<?'— ^C)| 

von dessen Coeflicienten sich für unser Beispiel die Zahlenwerlhe im 
Art. 43 befinden, so wird 
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+ 2 2?e (i, i\ s) sin | (*_$» (c'-^uc) j 

(Hö) + a (*?) £Xf(i, f. c) sin |(i-t» s-i' (c- f *c)\ 

■+■ Z2f(i t *» *) cos f — i" (c— /uc)! 

wo zur Abkürzung 

e {%, t, c) am i b (i, t , c) ; e (i, i, s) mm i b (i, i', $) 
f[i, i', e)smd (i, *, c) -f- b (t, i , c) 
• f{i,{,s) = d{i, i ,s)-hb{i,i, 8) 

gesetzt worden ist, und hiemit giebt der obige Ausdruck . wenn wir 
darin blos auf die Jupiterstörungen Rucksicht nehmen 

+ elc. H-a,.e(t-|-2,»",c) — a v e(i+i,i',c) 
-h «o-c (», t , c) ■+- a v e(i — 1 , t , c) -+- of,.e (t — 2,*',c) H- etc. 
+ etc. -4- ß t . e (i +2. *) — (t -|- * , ♦', f) 
-I- ß 0 . e (i, « . $) •+- /?,. e (i — 1 , t" , *) /?, . e (i — 2 , t , t) -f- elc . 
± etc. — . f(i +2, i", c) -f- y r 1 , i', c) 

— y 0 • f («• * » c ) — fi • fi« — 1 • *• c ) — Yt - A« — 2, t , c) — elc. 
-h etc. + d, . f (i + 2, »', /'(* -h 1 , i', *) 



ndz = f 



I 



+ etc. — « 2 . e(t +2, t", f) -|- a, . e (» •+■ \ , t, *) 
— « 0 . e (t,i', s) — a v e (i — 1 , i, $) — a, . e (i — 2, t, «) — etc. 
+ etc. -+- /?, . <?(» +2, t , c) — ß t . e [i •+■ 1 , t, c) 
~i-ß 0 .e(i,f,c) + ß v e(i — \ ,i',c) + ß t .e[i — 2,t ,c) + elc. 
+ etc -+- . f(i -h 2, t , f) — y t . + 1 , i', «) 

4- y 0 fd'*' «)+ •/"(* — * » * ' •)+?'•• /"(» — 2 » *• *) + elc - 
+ elc. -+- rf, . /"(i +2, t", c) — d, .[[i-h 1 , »', c) 

tJ 0 . /* (i,r, c) -l- d, . f (t — 1 , t , c) + d t . /*(* — 2, t , c) -+- etc. 



cos (».•'+*,*•) 



wenn 



(i , i'H- k, k") = (t -h (f + AT) /i - fc>') * + (» + A') (c - /uc) - * V- ^) 

das Argument der Ungleichheit langer Periode ist. Irgend eine andere 
Gruppe der J upilerstörungen, in welcher /{"denselben Werth hat wie 
oben, h aber einen anderen, den ich mit k' t bezeichnen will, giebt 
in derselben Ungleichheil ganz ahnliche Glieder wie die vorstehenden, 

AMiudl. , I . K. S. Ge«. d. WIM. VII. \ 6 
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wenn man sie mit den e und /"Coefficienten verbindet, deren zweiter 
Index i,' stall **' ist, und ij so gewählt werden muss, dass 

wird. Auch die Saturnstörungen geben ganz ahnliche Ausdrücke wie 
der vorstehende, nur muss man für diese dem Argument der Ungleich- 
heit langer Periode die Form 

•' + *>-<•"+*"!.'«' 

geben , da die Argumente der Störungen , die der gestörte Planet vom 
Saturn erleidet, die Form * 

haben. In den verschiedenen hier anzuwendenden Slörungsgliedern 
des Saturns bleibt k unverändert , k hingegen kann verschiedene 
Werthe annehmen, die mit solchen Gliedern der Störungsfunction ver- 
bunden werden müssen, dass immer 

wird. Wenn überhaupt eine solche Ungleichheit langer Periode merklich 
wird, so können es immer nur einige wenige Glieder der Jupiter - und 
Saturnstörungen sein, die merkliche CoefOcienten geben, und diese 
Rechnung ist daher immer leicht auszuführen. 

89. 

Ich werde jetzt zeigen, wie man irgend ein Glied ^ D 9 (»V — t"V) der 
Jupiter- oder Saturnstörungen auf die im vor. Art. verlangte Form hin- 
führt. Sei wie früher 

und ausserdem 

wo h die Grundzahl der natürlichen Logarithmen bedeutet, dann wird 
zufolge des Art, 74 (1) 
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multiplicirt man diese beiden Ausdrücke mit einander, und setzt zur 
Abkürzung ^ ^ = j(J>. /(« 

Jf(0) = (0.0) +2(1.1) +2(2.2) +... 
f(|) am (0.1) + (1.2) + (2.3) +... 

—(1.0) - (2.1) — (3.2) — ... 
K{2) =-(1.1) + (0.2) + (1.3) +... 

+ (2.0) + (3.1) + ... 
K(3) —(1.2) + (0.3) + (1.4) + ... 

+(2.1) - (3.0) — (4.1) 
£(4) = (2.2) - (1.3) + (0.4) + (1.5) + ... 

- (3.1) + (4.0) + (5.1) + ... 

etc. 

so wird 

i -"= K(0) y'>->VV-" + K (1) y'-v->' jf + tf(2)y»~>->' .W-" + . . . 
Geht man zum Reellen über, so erhalt man hieraus 

3T(»Y- »V) = *W S (o,.-, 0 + *(<) r(«. 0 + *(*) s o».*.o + • • 

-*wr(-«.»'.o+*ws(-*.»".o + • • • 

um 

(i, » , t ) = (i + 1 /* — i fi )e + * (c — Cfi) — i (c — c/i) 
ist. Wenn daher 

H tfz ass ;> sm i </ — t </ j + /> cos (t£ — i </ ) 
V == r/cos(t0 — i0) + g sm(i0 — *q) 

irgend zwei zusammengehörige Glieder der vom Saturn bewirkten Ju- 
piterstörungen sind, so bekommt man die im vor. Art. mit «, /?, y, Ö, 
bezeichneten Coefficienten durch folgende Ausdrücke 

^ = 1,^(0), a x =*pK(\), (t , = pK(2), etc. 

^ 0 = ,)'A'(0;, ß t = P 'K(i), ß, = pK{*), etc. 

y o=s(/ Ä(0), y t -fJr{Ä), etc. 

^^7'A'tO), ^^v'Ä'CI). ^ = 9'A'(2), etc. 
und ebenso bringt man die vom Jupiter bewirkten Saturnstörungen auf 
dieselbe Form. Die numerischen Werlhe, die p, und die Excenlri- 
citäl e des gestörten Planeten in unserm Sonnensystem haben, ver- 
ursachen, dass von den vorstehenden Coefficienten nur die ersten jeder 
Reihe merklich werden. 

16« 
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90. 

Die Argumente langer Perioden sind leicht zu finden, man braucht 
nur fUr *"=H, t"=2, f=s3, etc. indem man sie nach einander mit 
»"=1, T=2, T=3, etc. verbindet, die Werthe von 

t,i ±t /t 

zu berechnen. Wenn diese Grösse einer ganzen Zahl , die ich mit / be- 
zeichnen will, nahe gleich ist, so ist bez. 

/ — i'n — tfi oder l — ifi ■+- i/i 
der mit e mulliplicirte Theil des Arguments langer Periode. Um die eben 
genannten Grössen leicht zu erhallen , braucht man sich nur im Voraus 
ein Tafelchen für tfi und eins für tfi zu machen, so wie sie hier schon 
im Art. (78) (I) und im Art. (I) (II) vorkommen. Da aber der zu Grunde 
gelegte Werth von n auf die Zahlenwertbe der zu ermittelnden Argu- 
mente sehr grossen Einfluss hat, so ist es angemessen, diese Unter- 
suchung bis dahin aufzuschieben , wo man im Besitz eines genauen 
Werthes der wahren mittleren Bewegung sein wird. 
Der im Vorhergehenden aufgestellte Ausdruck 

i -h (i'-t-k')fA — k'p 
schliesst zwar den Werth t=0 nicht aus, aber für t = 0 ist doe be- 
treffende Ungleichheit auch gleich Null. 

Um diesen Satz auf die einfachste Art zu beweisen, wollen wir 
uns alle Glieder des Ausdrucks (31) in Reihen entwickelt denken, die 
nach den Sinussen und Cosinussen der mittleren Anomalien fortschrei- 
ten. Der erste Theil dieses Ausdrucks kann hierauf wie folgt geschrieben 
werden, 

»*=- 3 »#(ä) ~($H* ' 

und der zweite Theil nimmt eine analoge Form an. Da aber n'dz und 
v kein g enthalten, so können in den Diflerentialquotienten von J2, die 
hier vorkommen, auch nur die Glieder die kein g enthalten, auf die 
Ungleichheit, in welcher *=0 sein soll. Einfluss haben. Sei aber irgend 
eins dieser 

all = b cos ig H- b' sin ig 

so ist in Beziehung darauf a^—j—O, und folglich die in Rede stehende 
Ungleichheit auch gleich Null. W. z. b. w. 
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Es möchte wohl nicht undienlich sein, diesen Satz auch durch ein 
uumerisches Beispiel zu belegen, und ich will daher den Theil des 
Coeflicienten der Ungleichheit in der Bewegung der Egeria rechnen, 
welche ig — &g' zum Argument hat, und von der Ungleichheit in der 
Bewegung des Jupiters herrührt, die 3g — 5g" zum Argument hat. Da 
der vorstehende Satz fUr die einzelnen Abschnitte des Ausdrucks der 
Coefficienlen Geltung hat, so muss der genaunle Theil dieses Coefli- 
cienten, gleichwie alle übrigen ahnlichen Theile für sich Null werden. 
Aus Art. (84) (I) findet man 

log/, 0 ! =9.9991 4, log/^=8.6466, log j£ =6.9928 , log/* =5.1 63 
und aus Art. (19) (II) 

log/£.=9.99958, logC=8,4737, log^=6.647 
und hiemit ergab sich 

Ä(0) = 0.99969, üf(1)=— 0.01459, tf(2)+0.0001 0, Jf(3]=+0. 00001 
Aus meiner Preisschrift Uber die gegenseitigen Störungen des Jupiter 
und Saturn p. 76 entnehme ich nach der Reduclion auf die hier über- 
haupt angewandte Saturnmasse 

n'<k = + 1 54:937 sin {3g — 5«/") -4- 1 2:6 1 2 cos {3g — luj) 
Drückt man nun die Coellicienlen a, ß, in Theilen des Radius aus, so 
findet man log \ « 0 = 6.5745 , log |/? 0 = 5.4852 
log*«, = 4.739» , log*/?, = 3.649n 
log ±«,= 2.575 , logi^,= 1.485 
uud aus Art. (84) !l) ergiebt sich 

e(_f. |.c) = — 0:342 , e (_1.1. Ä ) = _ 0;523 
e{ 0. 1.c) = + 0.0U , e{ 0. 1 .*) = + 0.046 
e{ 1. 1c) = - 1.305 , e{ 1 . 1 .*) = — 3.699 
e{ 2. l.c) = + 0.638 , e{ 2. 1 .*) = — 0.246 

Die Multiplicationen nach Vorschrift des Ausdrucks des Art. 88 für nAz 
geben hiemit 

2- 1 . c) = 0:0000000,— i« t r( 2.1.*)= 0:0000000 
2.1.*)= 0.0000000, tß x e{ 2.1. c) = 0.0000000 
—i «, e ( 1 . 1 . c) = —0.0000072 , \a x e{ 1.1. «) =+0.0000203 
—\ ß % e ( 1.1.*) = -0.000001 7 ,-i ß x e{ 1.1. c) =—0.0000006 
|« 0 e( 0. I. c) =+0.0000053. — \u 0 e{ 0. 1.*)= — 0.0000173 
\ß Q e{ 0. 1.*) = +0.000001 4, ±ß 0 e{ 0. 1 . c) =+0.0000004 
{«,e(-1.1. c) = +0.00000 1 9 ,— \ «, e (— 1 . 1 . t) =—0.0000029 
tß x e (— 1 . 1 . «) =+0.0000002 . ±ß t e (— 1.1. c) =+0.0000002 
Summe = —0:0000001 , Summe =+0:000000! 

welches für Null gehalten werden muss. wie der obige Satz verlangt. 
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Die Wirkung der grossen Ungleichheit langer Periode in der Be- 
wegung des Jupiters und Saturns auf den gestörten Planeten wird am 
Einfachsten dadurch berücksichtigt, dass man den jedesmaligen Betrag 
derselben in allen Ungleichheiten den Längen der Epochen c'und c" hin- 
zufügt. So habe ich es schon im Art. (61) (II) bei der Berechnung der 
Werthe der Conslanten für die Egeria gemacht. 

Sollte indess in der Bewegung des gestörten Planeten eine Ungleich- 
heil vorkommen, deren Periode nahe dieselbe ist, wie die Periode der 
grossen Ungleichheit des Jupiters und Saturns , so darf in Bezug auf 
diese Ungleichheit dieses Verfahren nicht angewandt werden, denn wenn 
der Coefficient von e in dieser Ungleichheit mit / — tfi bezeichnet wird, 
so entstehen hieraus zwei Ungleichheiten langer Periode, für welche die 
Coefficienten von f in den Argumenten die folgenden sind, 

und 2) ^ + 5^' 

und die durch das im Vorhergehenden erklärte Verfahren berechnet 
werden müssen. 

91. 

Wendet man den Ausdruck (30) auf den in der Abhandlung (II) 
Art. 59 und 61 gegebenen numerischen Werth von an, so ergiebt 

sich 2 ff, = -1-0:047 

Im Art. 57 siud die numerischen Werthe 

r (o. c) = -f- 1:039 v (0. c) - - 0:027 

T (1 . s) = + 0:00020 .8)=— 0:00034 

enthalten, und hiemit wird zufolge (29) 

V, = + 3:090 

und 

±(3V,-i-2ff,) = -i- 3:10 

welche Grösse zufolge des Art. 76 ein Theil der zu 2dv zu addirenden 
Constante ausmacht. Stellen wir nun die im Vorhergehenden berech- 
neten Störungen zweiter Ordnung zusammen, verwandeln * in nl ausser- 
halb der Sinus- und Cosinuszeichen, und fügen dv einstweilen den eben 
berechneten Theil der überhaupt zuzufügenden Constante zu, so er- 
hallen wir 
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\ — 1 .10 


—2.80 


— 4.47 


+ 2.20 


— 0.47 


+ 0.75 


v, — a 


. ■ A AAABOal 


+ 0.00044»/ 


. a mJlii.f 


A AA1 

— 0.001 24»/ 


+ 0.00462»/ 


■ A A » f M A „ . 

+ 0.01 456»/ 


A 9 


«-56.57 


-33.84 


-2.79 


+ 4.46 


-0.37 


+ 0.36 


4 , — 3 


\— 0.04944»/ 


— 0.37649»/ 


— 0.00357«« 


-4-0.02199»/ 


-0.04096»/ 


-0.00189»/ 




«+42.44 


•4-0.43 


—44.86 


+ 0.14 


+ 0.44 


+ 0.53 


3,-3 


i+0. 04464»/ 


+ 0.04124»/ 


-0.04 484IU 


+ 0.04064»/ 


-0.00098»/ 


+ 0.01691«/ 




* + 4.44 


-4.44 


-4.80 


-1.47 


-0.52 


-0.16 


3,-3 


l-o.oosso»/ 


— 0.00680»»« 


-4-0.004 88n« 


-0.00486»/ 


-0.013i9n/ 


+ 0.002SS»/ 




i — 0 02 

\ »VI 


— 0 01 

^ V.W* 


— 0.06 


— 0.40 


— 0.02 


0.00 


4.-8 


, _o 00013»/ 


j.0 00002»/ 


+ 0 0002in( 


— 0 00021»/ 


— 0.00059»/ 


+ 0.00040»! 


0.-4 


n na 

— U. Ud 


A AA 
0.00 


— v.vo 


— U. Ü1 








— 0.13 


+ 0.08 


— 0.03 


-0.04 






8, — * 


•4-0.92 


— 0.57 


— 0.62 


— 0.44 






3, — * 


4-0.38 


— 0.44 


—0.30 


— 0.47 






» i 

*F i 


0.00 


-4-0.03 


0.00 


0.00 






5, — * 


+ 0.02 


-4-0.04 


-0.02 


+ 0 01 






4.-5 


+ 0.01 


+ 0.09 


+ 0.04 


-0.06 






3.-5 


+ 0.66 


-4-0.28 


-0.20 


+ 0.49 






3,-5 


-0.29 


-4-0.34 


+ 0.20 


+ 0.40 






4,-5 


-0.43 


-0.32 


+ 0.87 


-0.23 






5,-5 


+ 0.04 


+ 0.04 


+ 0.02 


-0.04 






6,-5 


— 0.04 


+ 0.04 


+ 0.04 


+ 0.01 








+ 0.03 


-0.04 


+ 0.04 


0.00 






3,-6 


+ 0.58 


-0.44 4 


+ 0.43 


-0.07 






8,-6 


-4.01 


-4.02 


+ 1.05 


-1.19 


-0.13 


+ 0 20 


4.-6 


+ 0 69 


+ 0.04 


-0.44 


-0.05 


-0.07 


-0.45 


5,-6 


+ 0.0* 


-0.08 


-0.05 


-0.03 
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wozu noch die Ausdrücke des Art. 80 für r und dju kommen. — 
Geht man diese Zusammenstellung durch, so findet man eine Anzahl 
kleiner Glieder, die auf den Ort der Egeria nur sehr geringe Wirkung 
äussern, und weggelassen werden können. Im Voraus weiss man 
dieses aber nicht, und muss daher, wenn das Resultat vollständig sein 
soll, sie in der Rechnung mit berücksichtigen. Es befinden sich aber 
auch in der vorstehenden Tafel mehrere Glieder, die sehr bedeutenden 
Einfluss auf den Ort der Egeria haben, und zu erkennnen geben , dass 
man in der Theorie der kleinen Planeten das Quadrat der störenden 
Kraft wenigstens nicht immer übergehen darf. Die in den Ausdrücken 
von ndz und v enthaltenen Sacularänderungen haben einen bedeutenden 
Zuwachs erhalten. Der Coeßicient des in ndz mit nt sin t und v mit 
nt ros e mulliplicirlen Gliedes ist um fast die Hälfte grösser geworden, 
und der bez. mit nt cos e und nt sin s fast um den fünften Theil. Die 
Uebergehung dieser Glieder würde sehr merklich sein. Ferner hat der 
Coefficient der Ungleichheit langer Periode, welche vom Argument i,— 3 
abhöngt, durch Zuziehung des Quadrats der störenden Kraft eine 
Aenderung von mehr wie eine Minute, und der des Arguments 2, — 3 
eine Aenderung von fast einer halben Minute erlitten. Da n=1,52 ist, 
wenn man für die Einheil in t das Julianische Jahr wählt, so zeigt die 
vorstehende Tafel forner, dass der Coefficient des Arguments i, — 3 sich 
jahrlich um mehr wie eine halbe Sccunde vermindert. Die Sacularande- 
rung der mittleren Lönge, nemlich das Glied —0:0000187 n'f 2 , ist bei 
der Egeria wie bei den alten Planeten klein, ebenfalls sind die Breiten- 
Störungen der Egeria, die vom Quadrat der störenden Kraft abhangen, 
nicht sehr bedeutend. 



92. 

Indem wir jetzt zur Bestimmung der Thcile der willkuhrlichen 
Constanten übergehen, die vom Quadrat der störenden Kraft abhängen, 
müssen wir zufolge des §. 5 (II) aus den Angaben des vor. Art. zuerst 
die numerischen Werthe der dort (n<fc) 0 , (*) 0 , (^) 0 , (-^r) 0 - (s7/V 
( — - u . \ Benannten Grössen rechnen. Die ersten drei dieser bekommt 

\coa t dt yo o 

man unmittelbar durch die Substitution der der hier angenommenen 
Zeilepoche entsprechenden Werthe der Argumente, und indem man 
ausserhalb der Sinus- und Cosinuszeichen i=0 macht. Lm die beiden 
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letzten zu erhalten, braucht man ausser dieser Substitution nur die 
Coefficienten mit den bekannten Integrationsdivisoren zu multipliciren 
und die Sinusse in Cosinusse, so wie die Cosinusse in Sinusse mit ent- 
gegengesetztem Vorzeichen zu verwandeln. Die Grösse n ) 0 bekommt 
man ebenso, und hierauf wird 

Wenn die Säcularanderungeri merklich sind, so muss in den Differential- 
coefficienten darauf Rücksicht genommen werden. Dieses ist in unserem 
Beispiel, ausser in der ersten Abtheilung i'= 0, nur in den Coefficienten 
des Arguments 1,-3 der Fall. Wenn 

ndz oder dv o&cv du = o sin (I ,—3) •+- a'nt sin (1 ,—3) 

-1-6 cos (1 , — 3) -|- b' nl cos ( 1 3) 

ist, so wird mit ausreichender Genauigkeit 

«( *g ) oder oder ( d £ ) = ( a( I -3^) + b) cos (1 ,-3) -|- a (1 -3/i)n/cos (1 ,-3) 

-|-(— 6(1 —3/») -+-o) sin (I .—3) — 6' (I —ty)nl sin (1 ,—3) 

in welchen, um die mit 0 versehenen Grossen zu erhalten, die mit nt 
multiplicirten Glieder weggelassen werden müssen. Auf dieselbe Art 
bekommt man die Differentiale irgend eines anderen Gliedes. Die Diffe- 
rentiale der Abtheilung f=0 habe ich in der folgenden Tafel zusam- 
mengestellt, jedoch die mit multiplicirten Glieder, da sie für den 
Gebrauch, welcher hier davon gemacht werden wird, unmerklich sind, 
weggelassen. 



fß 




*(£) 


/ du \ 

\ cos . dt) 


cos 


sin 


—sin 


cos 


| 

cos 


— sin 


0,0 
4,0 
2,0 
3,0 


|| -3'0659 
l— 0. 01615«* 
f + 1.08 
1—0.38718«/ 
L+0.78 
\\— 0.01481«/ 

f+0.01 
1—0.00017«/ 


+ 1T50 
+0.47681«/ 
+3.60 
+0.01068ni 

+0.06 
+0.00006«/ 


_0\30 

+ 0.3 866 int 

-0.58 
+0.01223»/ 
— 0.03 
+0.00063«/ 


+o:oi 

+0.00009«/ 

— 1.00 

— 0.. 17 556«/ 

-3.03 
—0.00947«/ 

— 0.21 

— 0.00039«/ 


+o:oi 

+0.00018«/ 

—0.19 

— 0. 03041«/ 

-0.52 

-0.02597«/ 


— 0:02 

+0.00607»/ 

+0.27 
+0.03225«/ 
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93. 

Um nun die Theile der Constanlen zu erhalten , die das Quadrat 
der störenden Kraft den in der Abhandlung (II) ermittelten Werthen der- 
selben hinzufügt, müssen auf die im §. 5 (II) erklärte Art zuerst die 
Grössen (n<te) 0 , (-^) 0 . etc. berechnet werden. Hiezu können dieselben 
im Art. 61 (II) benutzten Werthe von f 0 und c angewandt werden, aber 
die dort berechneten Werthe dieser Grössen müssen mit dem Unterschied 
des dort der Rechnung zu Grunde gelegten Warthes von c von dem 
durch dieselbe erhaltenen Werthe dieser Grösse verbessert werden. 
Dieser Rechnung wurde zu Grunde gelegt 

c 0 =19° 31' 43:6 

und erhalten wurdo 

c = 19» 33' 27:9 

Da wenigstens in diesem Beispiel der Unterschied 

c-c 0 = + 1' 44:3 
sehr klein ist, so braucht die genannte Verbesserung sich nur auf die 
grössten Störungsglicder zu erstrecken , und ist leicht zu erhalten. Es 
ergaben sich nun die folgenden numerischen Werthe, 

(ndz) Q = — 28:61 — 0:50 = — 29:1 1 
) 0 = - 20.27 - 0.38 = - 20.65 
2 (<H= -1-17.71 + 0.43 = + 18.14 
2 (-^T-)o=-»- 7.11-0.87 = + 6.24 
( W~)o= + 0.20-0.04 = + 0.16 
(c5fii)i^+ 1.07-0.05=+ 1.02 

wozu noch aus Art. 77 das constantc Glied in dem dort gegebenen 
Ausdruck von , neralich 

Z 1 = — 3:07 

kommt. Von den zwei Theilen, in welchen ich die vorstehenden Grössen 
angegeben habe, enthalt der erste das Resultat der Substitution von t 0 
und c in die vorhergehenden Glieder der zweiten Ordnung, und der 
zweite die Verbesserung der in der ersten Annäherung in dem Art. 61 
(II) gefundenen Werthe dieser Grössen. Man sieht, dass diese sehr klein 
sind. Durch Anwendung der Ausdrücke des Art. 54 (II) auf die obigen 
numerischen Werthe ergab sich 
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fc = -f- 0:25 
&,= -f- 16.75 
*,= + 13.23 
l = — 1.00 
!,= ■+■ 0.24 
+- 35.63 



die nicht ganz unbedeutend sind. Substituirt man diese in die Ausdrücke 
des Art. 76 für nz, v und , so ergeben sich folgende Glieder 

nz = -H 35:63 — 0:0149/ 

■+- 18.20 sin* — 14.97 cos e 

— 0.02 sin 2* — 1.48 cos 2« 

tdv = -I- 5:36 

— 17.53 cos« — 14:62 sin* 

— 1.20 sin* -l- 0:1 9 cos« 



die an die Stelle der im Art. 91 angegebenen gleichartigen Glieder 
treten. 

94. 

Fügen wir jetzt die im Vorhergehenden berechneten Glieder zwei- 
ter Ordnung den in der Abhandlung (II) berechneten Gliedern erster 
Ordnung hinzu, so ist das Resultat das folgende. Sei wie immer 

nz = g -+- n (k 

dann wird 

g = 19°34' 3:5-1- 858:2797/ — 0:432 f, 1 

wo der Coefficient von / der wahre Werth der mittleren täglichen Be- 
wegung ist, insofern der diesen Rechnungen zu Grunde gelegte nume- 
rische Werth von n 0 in der That der der Zeitepoche zukommende Werth 
der osculirenden mittleren Bewegung ist. 

Der Coefficient von /,* ist die Säcularänderung der mittleren Lange 
oder mittleren Anomalie in der Zeiteinheit, für welche hier hundert Juli- 
anische Jahre angenommen sind. 

Die Coefficienten von ndz, v und -* sJ habe ich in der folgenden Ta'fel 
zusammengestellt. 
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ndz 



u 

cos . 





■ _ 
sin 


COS 


COS 


• 

sin 


sin 


COS 








-21*52 






+ 5,72 


0,0 


| 




+ 0.05208»/ 
+ 0.0000231»'/* 






-0.40725»/ 

-1-0 0000<t4«ln'/ : 




(-1-826:80 
{-i:i8416n/ 


-679:60 


— 412.89 


— 839^28 


— 11 1*47 


— 1Z.V9 


1,0 


-3:06350»/ 


+ 0.59427»/ 


— 1"53136n/ 


— 7"S»639n/ 


-«-1 IVtHln/ 




l-0.0004433nV 


+ 0.0000956» 1 /' 


+ 0.0002229»*/* 


+ 0.0000477»'/* 


-0.0000801»*/* 


— 0.0004627n*/ : 




(-19.63 


+ 13.38 


+1.64 


— 0.42 


— 0.52 


— 0.24 


4,0 


^+0. 01782»/ 


+ 0.05965»/ 


+ 0.00306»/ 


-0.00237»/ 


—0.01303»/ 


+0.01615»/ 




l+o. 0000003»*/* 


+ 0.0000042»*/* 


+ 0.0000037»*/* 


+ 0.0000026»*/' 


+ 0.0000240»*/ 3 


+ 0.0000468»Y 




( + 0.10 


-0.08 


-0.05 


-0.09 


-0.02 


— 0.04 


3,0 


{ + 0.00015»/ 


+ 0.00013»/ 


+ 0.0004 1»/ 


— 0.00007»/ 


-0 00021»/ 


+ 0.00029»/ 




1 + 0.0000002»'/* 


-0.0000001»*/* 


+ 0.0000002»'/* 


+ 0.0000001»*/* 


+ 0.0000005»*/* 


+ 0.000001 0»'/* 


-2,-1 


+ 0.30 


-0.18 


+ 0.21 


+ 0.04 


+ 0.08 


+ 0.04 


— 1,-1 


V — 3.8< 


+ 5.93 


-i.oo 


-3.72 


+2.12 


+ 3.08 




j+0. 00166»/ 


+ 0.00149»/ 


+ 0.00109»/ 


-0.00090»/ 






(+20.44 


— 42.35 


+ 2.44 


— 4.04 


+ 10.47 


+ 5.98 




1+0.00244»/ 


+ 0.00(69»/ 


+ 0.00078»/ 


-0.00056»/ 






4 — 1 


j+40.02 


-115.83 


-44.00 


-40.57 


-7.98 


-5.06 


|-0. 00121»/ 


— 0.00074»/ 


+ 0.00049»/ 


-0.00036»/ 








J+0.20 


+ 2.09 


—0.62 


+ 0 04 


-5.08 


-0.71 


(-0.00142»/ 


-0.00028»/ 


+ 0.00075«/ 


-0.00048»/ 






8,-1 


-0.03 


-0.76 


0.00 


-0.65 


+ 0.15 


-0.04 


*.-< 


+ 0.01 


+ 0.04 


-0.01 


+ 0.02 


+ 0.02 


0.00 


-2,-2 


+ 0.02 


— 0.01 


+ 0.02 


— 0.01 


+ 0.08 


0.00 


-4,-2 


— 0.25 


+ 0.49 


+ 0.02 


-0.58 


-6.05 


+ 0.46 


0,-2 


k + 11.09 


+ 12.6* 


+ 5.75 


-6.06 


+8.94 


-4.48 




/ + 0.00555«/ 


—0.00342»/ 


+ 0 00218»/ 


+ 0.00133»/ 


4,-2 


1 — 176.33 


— 167.15 


+ 44.32 


-38.91 


-42.85 


+ 44.5» 






— 0.01181»/ 


— 0.00223»/ 


-0.00144»/ 




2,-2 


\ —1 89.31 


-133.12 


+ 112.97 


-79.69 


-5.13 


+8.89 




J -0.00276»/ 


+ 0.00415n/ 


+ 0.00146»/ 


+ 0.00214»/ 






(+3.23 


+3.45 


+ 0.77 


+ 0.14 


+0.52 


-0.90 


: _ : 


( — 0.00049»/ 


+ 0.00)79»/ 


+ 0.00021»/ 


+ 0.00080»/ 






*,-2 


+ 0.30 


+0.08 


-0.23 


+ 0.08 


-0.01 


+0.03 


-1,-3 


+ 0.41 


+ 0.25 


-0.01 


-0.05 


-0.02 


+ 0.06 


0 —3 


J — 18.87 


— 40.88 


-11.05 


+ 5.87 


-«.55 


+ 4.09 


■» * 


(+0.00289»/ 


+ 0.00044»/ 


+ 0.00118»/ 


-0.00062»/ 


+ 0.00462»/ 


+ 0. 04456h/ 


i o 

4,-8 


\ -627.22 


-653.00 


-48.53 


+ 20.1 5 


+ 2.74 


-f- 1 z. * » 




J-0.01911»/ 


-0.37649»/ 


— 0.00179»/ 


4-0 01 1 00n/ 


— 0 01 096n/ 


V.Vvl 07M{ 


2,-3 


\ +749.27 




1 f. a 




— 89.02 


-95.04 




[ +0.01 164»/ 


-4-0 0 L . i 1 nt 




+ u.uzu<iznt 


— 0.000*9»/ 


+ o.oi6yi«/ 


3,-3 


,4.1 «7 


— 1 \ . tlf 


— i a. an 


— t 0.29 


— 0.69 


— 1.04 


— P.VVOoVM 


-j-u.tuiumni 


— 0.00248»/ 


— 0.01329»/ 


+ 0.00288N/ 


<,-3 


\ — 0.42 




0 _ | 4J 


-0.30 


+ 0.20 


+ 0.21 


(—0.00013»/ 


+ 0.00002»/ 


+ 0.00011»/ 


-0.00011»/ 


-0.00039»/ 


+ 0.00040»/ 


6,-3 


— 0.07 


+ 0.10 


+ 0.06 


+ 0.09 






0,-4 


-0.23 


-0.15 


— 0.20 


+ 0.07 ' 


-0.20 


-0.04 




-2.49 


+ 0.70 


— 4.47 


-0.06 


+ 0.36 


+ 4.17 




+ 31.16 


— 4.05 


-41.16 


-2.78 


—4.40 


— 2.91 


8,-4 


+ 5.43 


-17.34 


-4.03 


-11.07 


-3.20 


+ 0.17 




+ 4.40 


+ 4.77 


-1.27 


+ 3.47 


+ 0.25 


+ 0.05 


5,-4 


+ 0.10 


-0.02 


-0.14 


+ 0.10 


-0.09 


+ 0.05 


6,-4 


-0.03 


-0.04 


+ 0.03 


-0.04 




0,-5 


-0.01 


-0.03 


-0.02 


+ 0.04 


-0.08 


0.00 


1,-1 


— 0.43 


+ 0.60 


— 0.29 


-0.49 


-0.05 


+ 0.43 


1 


+ 18.14 


+ 3.50 


-2.93 


-0.11 -0.46 


-0.48 
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8,-8 


+ 0Ü9 


-11T99 


-0T57 


-7:ai 


-3T07 


+ 2T37 


«,-5 


+ 2 35 


+ 1.07 


-1.84 


+ 1.48 


+ 0.19 


-0.63 


5,-8 


-1.29 


+ 0.01 


+ 4.06 


+0.05 


— 0.05 


4-0.07 


5,-5 


-0.04 


+ 0.04 


+ 0.07 


+ 0.04 


— 0.01 


— 0.03 


1,-6 


-1-0.16 


-0.44 


+ 0.18 


+ 0.11 


+ 0.07 


— 0.29 


*,-6 


-4-19. 5i 


+ 4.47 


+ 1.40 


+0.85 


—0.31 


+ 0.18 


8,-6 


-4.18 


+ 11.46 


+ 1.88 


+ 5.75 


+ 1.82 


-2 48 


4,-6 


+ 2.32 


+ 0.19 


-1.15 


+ 0.87 


-0.15 


-0.67 


8,-6 


-0.85 


+ 0.55 


+ 0.64 


+ 0.48 


+ 0.15 


+ 0.11 


6,-6 


+ 0.11 


-0.38 


-0.08 


-0.31 


-0.01 


— O.OS 


7,-6 


-0.01 


-0.01 


0.00 


-0.03 


+ 0.01 


0.00 


»,-7 


-1-0.08 


-0.07 


+ 0.04 


+ 0.05 


— 0.06 


— 0.02 


8,-7 


—0.57 


.+ 177 


+ 0.11 


+ 0 58 


+ 0.14 


-0.14 


*,-7 


+ 0.79 


+ 0.11 


— 0.48 


+ 0.11 


-0.20 


-0.24 


8.-7 
6,-7 


-0.27 


+ 0.39 


+ 0.11 


+ 0.17 


+ 0.16 


0.00 


-0.10 


-0.34 


+ 0.08 


-0.18 


-0.05 


+0.03 


7,-7 


+ 0.14 


-0.07 


— 0.10 


+ 0.05 


+ 0 01 


0.00 


t,-8 


0.00 


— 0.04 


0.00 


+ 0.01 






8,-8 


— 0.58 


+ 1.45 


+ 0.03 


+ 0.11 


+ 0.05 


— 0.01 


4.-8 


+ 0.79 


+ 0.35 


—0.44 


+0.11 


-0.16 


— 0.18 


5,-8 


—0.10 


+ 0.46 


+ 0.08 


+ 0.41 


+ 0.07 


-0.03 


6,-8 


-0.14 


-0.13 


+ 0.08 


-0.14 


-0.01 


+ 0.05 


7,-8 


+0.18 


0.00 


-0.14 


0.00 


0.00 


-0.02 


8,-8 


— 0.03 


+ 0.03 


+ 0.03 


+ 0.08 1 
— 0.06 { 


8,-9 


-0.45 


+ 0.57 


-0 01 




4,-9 


— 0.64 


— 0.33 


+ 0.17 


-0.15 






5,-9 


-0.04 


+ 0.06 


+ 0.04 


+ 0.04 






6,-9 


-0.04 


-0.01 


+ 0.03 


— 0.01 






7,-9 


+ 0.06 


— 0.03 


— 0.05 


-0.0» 






8,-9 


-o.os 


+ 0.05 


+ 0.01 


+0.04 






4,-10 


-0.11 


— 0.08 


+ 0 03 


—0.02 






5, - ( 0 


— 0.03 


+ 0.05 


+ 0.03 


+ 0 03 






6, -i 0 


— 0.01 


— 0.01 


+ 0.01 


— 0.01 






7,-10 


+ 0.01 


— 0.01 


— 0.01 


-0.01 






8,-40 


0.00 


+ 0.03 


0.00 


+ 0.02 







Hiczu kommen noch die folgenden Ausdrücke des Art. 80 



r=H-0:00241 



nt 



OOS 4 

—0:0000022 | . 

—0.000 1 502 sin « + 0:0000265 cos * n 1 C0S ^ 



-0) 



0:0000004 | ...... a , 

+0.0000265 sin*-0:00000i7cos4 W ^ Sm,S,n(7r " ö) 



die mit den obigen vereinigt werden können, wenn die Wahl der Funda- 
mentalebene getroffen worden ist, wodurch die für »' und n — 0 zu sub- 
stituirenden numerischen Werthe gegeben werden. Da für dieEgeria mit 
einer hier jedenfalls ausreichenden Genauigkeit in Bezug auf die Ekliptik 

» = 1 6° 33' 

0= 43 17 

7r=119 12 
ist, und hieraus in Bezug auf den Aequator 

t" = 37° 1 0' 
TT— 0 == 102 46 
folgt, so werden die obigen Ausdrücke 
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1) wenn man die Ekliptik zur Fundamentalebene wühlt. 

T= -+• 0-00251 nt 
Ö 2 u = 0.0000000 » 2 r* 

— 0.0000031»» /«sin« + 0:0000005 »'/* cos f 

2) wenn man den Aequator zur Fundamentalebene wählt, 

r= + 0-00302»/ 
= 0:0000005»* /' 

-l-0.0000357» J / ? sinf— 0:000(T063»^cosf 
Es kommen ferner noch die im Art. 59 (II) gegebenen Werthe der 
vom Saturn und Mars bewirkten Störungen hinzu, von welchen jedoch 
die Abtheilung i'=0 weggelassen werden muss, weil die Glieder dieser 
Abtheilung den vorstehenden Ausdrücken schon einverleibt worden sind. 
Da jene Saturn- nnd Marsstörungen unverändert dieselben bleiben, wie 
a. a. O., so habe ich ihre Wiederholung hier für unnötbig gehalten. 

§. 8. Verwandlung der elliptischen Elemente. 

95. 

Es treten manchmal Fälle ein, in Welchen es nothwendig wird, die 
für einen gewissen Zeitpunkt geltenden osculirendcn Elemente in andere 
zu verwandeln, die einem andern, gegebenen Zeitpunkt zukommen, und 
ich werde daher hier die Aufgabe lösen, das eine dieser Systeme durch 
die gegebenen Störungen in das andere zu verwandeln. Ich könnte hie- 
für auf No. 800 der Astr. Nachr. verweisen , wo ich schon eine Auf- 
lösung dieser Aufgabe gegeben habe, allein um in dieser Abhandlung 
keine Lücke zu lassen , und weil hier einige Grössen anders sind, und 
anders bezeichnet worden sind wie dort, werde ich die Auflösung dieser 
Aufgabe mit einem Paar kleiner Veränderungen in der ausseien Form 
hier aufnehmen. Ich werde sie hier wie dort erst strenge lösen, und 
dann eine blos die ersten und zweiten Potenzen der störenden Kräfte 
berücksichtigende Auflösung aus jener ableiten. 

96. 

Es sollen wie vorher ^ » 0 , e 0 , etc. die gegebenen, dem Zeitpunkt 
<=0 zukommenden osculirenden Elemente bedeuten, und mit a v n v e v etc. 
die gesuchten, dem Zeitpunkt /, zukommenden bezeichnet werden. Die 



Digitized by Google 



Methode zu* Berechnung der absolut. Störungen der kl. Planeten. 255 

für den letzteren Zeitpunkt geltenden übrigen Grössen werde ich auch, 
wo es nöthig ist, unlen mit einem Strich versehen. Wenn nun die Stö- 
rungen auf die Art, die hier erklärt worden ist, ausgedrückt sind, so 
erhalten wir, nachdem in den Ausdrücken für n 0 «, v, i, 0, a die dem 
Zeitpunkt t x zukommenden Werthe von e und c substituirt worden sind, 
die Gleichungen 

(n 0 z\ = c — e 0 sin * 
r cos f = o 0 cos 7 — a 0 e 0 
rsin/ = ö 0 cosy 0 sin7 

r = r(1 + i',) 

cos 6, sin (J t — 0,) = cos *, sin (t— a,) 
cos 6, cos (Z,—^,) = cos(f— o,) 
sin b t = sin i, sin (v— a,) 

In der That sind im Vorhergehenden statt der Ausdrücke für i, 0, a 

* du 

die für u, ^ , /"ermittelt worden, allein die Abhängigkeil der letzteren 
von den ersleren ist entwickelt worden , und wir können daher jene 
statt dieser als durch das Vorhergehende gegeben betrachten. Wir 
kommen durch diese Transmutation auf eine einfachere Auflösung 
unserer Aufgabe. 

Da a,, n,, etc. osculirende Elemente sind, so erhalten wir anderen- 
teils die folgenden Gleichungen, 

rcosf = o, cos e — o, e x 
r sin f = o, cos qp, sin f 

a, 3 n, 2 = k*(\ + m) 

cos&, sin (/, — 0,) = cosi, sin (v, — 0,) 
cos 6, cos (/,— 0,) = cos (», — 0,) 
sin b t = sin t, sin (»,— 0,) 

zu welchen Gleichungen ich die Voraussetzung stelle, dass c, so be- 
stimmt sei, dass man, um in der That die Werthe von / t . b t und r, aus 
den vorstehenden Gleichungen zu erhalten, darin /,=0 setzen muss. 



Digitized by Google 



256 P. A. Hansen, 

Um die drei letzten Gleichungen dieses Systems mit den drei letzten 
Gleichungen des vorhergebenden Systems identisch zu machen, führe ich 
wieder unter der Bezeichnung den Bogen ein, welcher sich zur Zeit /, 
in der Ebene der XY (S. §. 1 (I)) von der positiven X Achse bis 
Perihel erstreckt. Es wird hiedurch 

(32) *«-*,= *« - 0 t 

und zufolge des Art. 18 des §. 3 (I) 

* = f+X t 

Hieraus folgt 

i\ — fl, = 1—0, 
wodurch die Identität der genannten Gleichungen dargethan ist. 



97. 

Da v und r ideale Coordinaten sind, so geben die Gleichungen des 
vor. Art. einestheils 

^ = ?\ coRy„ d (».»), 

und anderntheils 

dt — f* 

dr o, n t », sin g 

dt ~ cosy, 

Hieraus folgen die beiden Gleichungen 

(33) 



o.» n, cos y, g* cos y. dj«^, 

r* »»* dl 



q, », e, sin f a,o. sinf <<(»,»). /i . „ \ . 7*1 

co» y, — cos y„ dt V 1 1" »V "I- r d/ 

Setzt man wie früher 

(»*) *. = ^; *.=^ 

woraus vermittelst der Gleichung o»»»s=o««* = ik , (1-»-m) 

^»oC08 Vo = *^; «J« lC os yi = *^L 

folgt, so giebt in Verbindung mit r=f{\ + Vl ) die erste der Glei- 
chungen (33) 

(35) *• = ^C,.,. 
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die mit früher in diesen Abhandlungen vorgekommenen Gleichungen 
identisch ist, und aus welcher man A, berechnen kann. Durch die eben 
eingeführten Grössen A 0 und sowie durch Hülfe der Gleichungen 

_L . j +• * » co9 f . i < + g,cos7 

r "~~ o, cos Vi ' * o.cos'y. 

lassen sich die Gleichungen (33) leicht in die folgenden verwandeln, 
Ä, (1 -h «, cos 1) - V* + *ocos f) (1 + rj 

und eliminirt man hieraus /*, durch (35) , so ergiebt sich 
1 + e t cos f= (1 + e 0 cos f) + fJP 

e, sin /■ = e 0 sin f '( 1 + + £ (g ) (1 -+■ ,J« 

Um diese Gleichungen zusammenzuziehen, setze ich 

• = (W( * + ß-i (£) P + 

wodurch sie in - - 

<?, cos f = e 0 cos f +■ a (1 +^ cos /") 

e, sin /* = <? 0 sin /' -|- « e 0 sin f+ ß 

übergehen, und « und ß kleine Grössen von der Ordnung der störenden 
Kräfte sind. Die Gleichungen 

des vor. Art. geben aber 7 . 

und daher bekommt man aus den beiden vorsiehenden Gleichungen 
<?, sin (*, — tt 0 ) = « sin f— ß cos f 
e, cos (x\ — n 0 > = e o + « ( cos f+ e o)+ß sm f 

die zur strengen Bestimmung von e, und dienen. 

98. 

Wenn man aus den Ausdrücken (34) a, und a 0 vermittels! der 
Gleichung a*n* = afnf eliminirt, so bekommt man 

». = ».(^) S (37) 
eliminirt man dagegen », und n 0 , so ergiebt sich 

Abh.udl. d. K. S. Ge«. d.Wiw. VII. 1 7 



(30) 
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Setzt man zur Abkürzung 

7; = a s'm f — ß cos f 

S = « (cos f+ e 0 ) + ß sin f 

so geben die (36) 

cosV t = cosVoh- c ^- c ^| 

Durch diese und (37) oder bez. (37*) erhält man 

(38) 
und 

- ^ - So.** 

Man braucht aber nur durch einen dieser vier Ausdrücke entweder 
n, oder o, zu berechnen , denn man erhalt darauf 

entweder o, = ^(~f^ °der n l = — ^ 

die einfacher sind wie jene. 

99. 

Das vierte Element c t kann man direct auf folgende Art finden. 
Nachdem % x durch (36) berechnet worden ist, erhalt man 

und ans f und dem auch schon als berechnet vorausgesetzten Werlhe 
von e, oder ergiebt sich e aus 

8 cos f + sin y, 

worauf man c, durch 



erhall. 



= e — e, sin f 



100. 



Wenn man u, p, q auf die Zeit /, bezieht, so können wir zufolge 
des Art. 26 (I) setzen 

und hieraus folgt 
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+ ^ftfsa (f+*,-ej+e. Bin fc-y^Ägi) 
Durch die Elimination ergiebt sich hieraus 



(39) 



Von der anderen Seite ist aber 

sin t, sin (a t — 6j = cos Cj 

sin t, cos (o,— 0^) en sin i 0 -|- q % cos t 0 

Substiluirt man daher, und führt die durch die folgenden Gleichungen 
zu bestimmenden Hulfsgrössen X und / ein, 



A sin / = sin f I 
kco&l = cosf-h e 0 | 



(40) 



so wird 



du, 

dt 



sini, sin^-ö^ - ^acos(/+,t 0 -ö„) + ^ sint/V^-dJ 



cos'y ■ 



sin H«JOifo-*J = sin t 0 H- - 9 ";-a sin (/+*„- «J + -g^-— cos (f+n o -0 o ) 

welches die strengen Gleichungen für *, und o, sind. Sind diese be- 
rechnet, so ergiebt sich 0, aus dem Quotienten der beiden letzten 
Gleichungen (20) (I), nemlich aus 

ig i (»,- «„-r,) - £*£-=J| % * («,-<ü («) 

und endlich erhall man aus (32) 

"i = Xi-°i+O t (43) 

womit die Aufgabe gelöst ist. 

«7" 



(41 
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101. 



Um aus dieser strengen Auflösung unserer Aufgabe eine genäherte, 
nur die ersten und zweiten Potenzen der störenden Kräfte berücksichti- 
gende, Auflösung abzuleiten, nehme ich zuerst die Gleichungen (36) 
wieder vor, nemlich 

sin^sinfo— jtJ = n 
sin i cos (j,— 7r H ) = sin 

in welchen 

il = « sin f — ßcosf 

£ = «(cos/'-l-e 0 )-i-/?sin/ r 

ist. Aus diesen zieht man leicht bis auf Grössen von der Ordnung 
«" und ß* 

wo £ und jy in Theilcn des Radius ausgedrückt vorausgesetzt werden 
und , gleichwie im Folgenden, 

(, = 206265" 

ist. Wegen der in diesen Ausdrücken vorkommenden Divisionen durch e 0 
ereignet sich es oft, dass die Glieder zweiter Ordnung merklich werden, 
wenngleich « 2 und (P an sich unmerklich sind. In den Ausdrücken für 
£ und r/ kann man die wahre Anomalie durch die excentrische ersetzen; 
man findet leicht, dass 



wird, wenn man 



S = Da + Eß 

ig = Eu — Fß 

cos *if t cos 7 

cos r 

cos v„ sin 7 



(44) 



1 - «. cos < 
cos 1 — e. 



< - c, cos f 

setzt, und wenn die Slöruugen so gross sind, dass es nöthig wird 
in « und ß die Quadrate und Productc derselben zu berücksichtigen, 
so geschieht dieses am Einfachsten auf die folgende Art. Sei vor Allem 

dJ 3l _ djn.j), j 
a — n.dl 
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und ferner 



B = 2A + Sfa— 

wo auch vorausgesetzt ist , dass ^~ uud v in Theilen des Radius aus- 
gedrückt sind . dann wird bis auf Grössen dritter Ordnung 

(C = B -h ^ Ii 2 

Setzt man ferner 

C = W- A 

und bezeichnet mit M den Modul der Briggischen Logarithmen, so 
erhalt man 

log br ß = 1 MC -+- log brg -+- log br cosyo + Af^M*), 

*) wo auch und (» ( ,<fe)i in Theilen des Kadius ausgedrückt werden 
müssen. Das letzte Glied dieses Ausdrucks wird gemeiniglich über- 
gangen werden könuen. Setzt man ferner 

&*£)•<'+'■>• 

und löst die rechte Seite der Gleichung (38; in eine Reihe auf, so findet 
man 

für welche Bestimmung b sich durch den folgenden einfachen Ausdruck 
ergiebt, 6=C-iC l 

Die Gleichung a, 3 «,* = a 0 3 m 0 s giebl ferner 

log br 0, = log br a 0 - | M 5^i + i |f (i^Ä)» 

Man kaun auch erst und dann «, rechnen, wobei die Berechnung von 
b überflüssig wird. Man findet leicht 

log br a x = log br a Q + M(B+ r, - *ftf + M^L 

T cos V 0 * T COS '«f . 

uud hierauf wird 

, log br ri, - log br « , < log br o, - log bra. f « 
"l = "o — 1 "o A# ■+■ » W 0 | jtf ) 



Sv 

*) Wenn ^ negativ ist, wird log br ß nach dieser Formel grade 



rechnet, als wäre -£* positiv, aber der log br ß, den man bekommt, muss als zu 
eioer negativen Zahl gehörig betrachtet werden. Nemlich ß wird negativ. 
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102. 

Um c t zu entwickeln, betrachte ich die mittlere Anomalie überhaupt, 
die ich wieder mit g bezeichnen werde, als Function der wahren Ano- 
malie und des Excentricitätswinkels, und bekomme daher allgemein bis 
Grössen dritter Ordnung 

Die Gleichung 

df= dg + (jiy + != T) si „ /üp 

giebt nun 

Die Gleichung r= <~™~~~ f giebt ferner, wenn wir r als Function von 
f und v betrachten, 

(dr\ r'sin»/ sin/' 

d// a cos *»/ 

(ir\ r* cos/ a r»io<f 
dy/ ocosy cosy 

Durch Hülfe dieser Gleichung werden die Differentiale der vorstehenden 

( d*g \ a r 1 »in y si n / 
~df* ) ~ Z ' o'cos'y 

(dfdy) = ~ «« c^y (* C0S * + sin 9) 

(fr) = ^ f 2cos < + 2 sin tp + (1 -h sinV) cos/"{ 
Wenden wir diese Formeln auf unseren Fall an, und erwägen, dass 

ist, führen auch allenthalben die excentrische Anomalie ein, so wird 
c t = nz t — fP— ^0+ £ 2 fl + f V S — 7 »Ä cos V 0 



wo 



0=e 



(« — 0,CO8f )* 

e t cosy," 
sin « 



" = f »äKs I 3 ( cos , - e 0 ) + i e„ sin »« | 

S-* i V-V^!'(4+ft|,oo.J) 
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103. 

Ein anderes Verfahren, um c x zu finden, besteht in Folgendem. 
Betrachtet man erst f als Function von « und qp, so findet man leicht 

df— i22L2 de ■+■ 5ÄJ dq> 

und hieraus, wenn man entgegengesetzt i als Function von /"und (p 
betrachtet, r_ (dt\ __ sin* 

Diese gebeu durch die Differentiation und mit Zuziehung der Ausdrücke 
des vor. Art. für (£) und (£) 

d*t \ er sin t 



ocosV 



/ d*t \ r co s e 

V dfdy / "" " acosty 

((ff \ (cosf-e) sin< 

und da allgemein 

ist, so giebt die Substitution der im Vorhergehenden entwickelten 
Functionen , = n Q + ^S'h- r?T 



sin e 



f., 4 — e t cos« 

COS V» + g « t-O» t 

7"=— iP'cos* 

Nachdem man also zuerst den Werth von e. welcher ohnehin gebraucht 
wird, durch , g _ ^ sin « 

auf bekannte Art berechnet hat*) , giebt der vorstehende Ausdruck (, 
und hierauf erhalt man c x durch 

c t = e — Qe x sin e 

•) Das von Gauss hiefür m der Theoria motus entwickelte Verfahren ziehe ich 
allen anderen vor, und will es daher mit anders ausgedrückter Vorschrift über die 
des Zeichens von >■ kurz angeben. Sei E ein nach Gutdünken angenommener 
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Ich bemerke übrigens, dass die Bestimmung von c, durch die strengen 
Formeln des Art. 99 kaum mehr Muhe verursacht. Man findet leicht, dass 

wird, wo E und F die durch (44) gegebenen, und auch anderweitig 
anzuwendenden Coefficienten sind. Hat man hieraus f berechnet, so wird 

sin f cos tf , 



Wie oben. 



co8jT+ siny, 
c, =« — p sin tp x sin e 

104. 



Es muss noch angegeben werden, wie die oben eingeführte 
Function 

<*(»«»), — 1 

d/ — n,d< 

am Zweckmassigsten berechnet wird. Dem Vorhergehenden zufolge 
ist überhaupt v in folgender Form erhalten worden, 

wo (n) die wahre mittlere Bewegung und n 0 rfe explicite Function von 
f 0 ist. Das Differential von n Q (\z nach f 0 erhält man daher auf die im 
vor. § angegebene Art, nemlich durch Multiplication der Coefficienten 
mit den Inlegrationsdivisoren und durch Vcrwandelung von sin in cos 
und cos in — sin. Es wird daher zuerst 



«.dt », 



Werth von t, dessen Auswahl durch die Bemerkung geleitet werden kann, dass im 
Maximum e — nz i =±(je <) ist, und bei * = ± 90° stattfindet. Sei ferner l die durch 
die in den Sinustafeln angegebenen Differenzen unmittelbar zu entnehmende Verände- 
rung des log sin E" Tür i ", welchor das algebraische Zeichen von cos E" vorgesetzt 
werden muss, und /< die auf dieselbe Weise zu entnehmende Veränderung von log 
qc 0 sin E" für \", welche immer positiv angenommen werden muss. Rechnet man nun 
E durch folgenden Ausdruck 

E — («o»)» + Co sin & + | W3 « Co sin &\ 

so ist E ein mehr genäherter Werth von t, mit welchem die Rechnung wiederholt wer- 
den muss. Man nähert sich auf diese Weise sehr schnell und bis auf beliebige Genauig- 
keit dem wahren Werth von f. 
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und hieraus, da (•)< + c = („ — e 0 sin e 0 isl 

rfJ». __ («)-«, . (h) /d(n.<f*),\ J 

cK «V » # V *• /«-«.cosf. 

Man wird sich begnügen können, in dem letzten Gliede dieses Ausdrucks 
e statt * 0 anzuwenden. 

105. 

Zur Bestimmung der Elemente, von welchen die Lage der Bahn 
abhängt, setze ich zufolge der Gleichungen (39) und (40) 

</«, du x dd% % 
Ar, _ «*«, rfJ«, 

wo 

A sin / = E, tg /*= ^ 
A cos / = D , 

und /), E, F wieder durch (44) gegeben sind, hierauf giebt die Reihen- 
ent Wickelung von 

sint, sin (o,— 0 0 ) =/>, cost 0 

sin i, cos (o,— 0 O ) = sin i 0 -h 9, cos t 0 

die folgenden Ausdrucke für t, und a x 

; ■ . _ . .. s cos*, „ sin*, 

cos L cos **_ 

in welchen vorausgesetzt ist, dass p, und 7, in Secunden ausgedrückt 
worden sind. Durch die Entwickelung von (42) findet man leicht 

welche nach der Substitution der vorstehenden Werthe von i t und a, 

* _/) . Jft „ „ »-»sin'*, r 

"l — "0 8in Pl Vi a? S i n » )# cos *, ^ * 1 



giebt. Aus der Gleichung 0,-t-ö, erhalt man schliesslich 

womit alle Elemente gegeben sind. 
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106. 

In der Abhandlung (I) habe ich schon angedeutet, dass die hier 
der Berechnung der Störungen der Egeria zu Grunde gelegten osculi- 
renden Elemente wohl nicht die grösste Genauigkeit besitzen möchten, 
und der Grund zu dieser Annahme ist der, dass sie ein paar Jahre nach 
der Entdeckung der Egeria abgeleitet worden sind, und daher nur auf 
Beobachtungen beruhen , die eine zu kurze Zeit für die sichere Bestim- 
mung der Elemente umfassen. Seitdem sind andere Bahnbeslimmungen 
der Egeria bekannt gemacht worden, die, weil sie auf Beobachtungen 
beruhen, die zahlreicher sind und einen grösseren Zeitraum umfassen, 
mehr Genauigkeit besitzen müssen, wie die hier angewandten. Die eben 
gelöste Aufgabe kann nun dienen , um die in diesen Abhandlungen der 
numerischen Rechnung zu Grunde gelegten Elemente der Egeria mit 
den verbesserten Elementen zu vergleichen, ihre Fehler kennen zu ler- 
nen, und darauf die berechneten Störungscoefficienten zu berichtigen. 

Der Umstand, dass die osculirenden Elemente, die man der Berech- 
nung der Störungen irgend eines Planelen zu Grunde legt, nicht die er- 
forderliche Genauigkeit besitzen, ist nie erwünscht, weil er die Arbeit 
vergrössert, und man muss ihn daher, wo man es kann, vermeiden. 
Allein es können Fälle vorkommen, in welchen er nicht hat vermieden 
werden können, und deshalb dürfen die Entwickelungen der Ausdrücke, 
die zur Verbesserung desselben dienen, nicht weggelassen werden. Dass 
dieser Umstand in dem hier gewühlten Beispiel eingetreten ist, ist mir 
deshalb nicht unlieb, weil er mir Gelegenheil giebt, durch ein Beispiel 
zu zeigen , wie die darauf sich beziehenden Entwickelungen anzuwen- 
den sind. 

107. 

Obgleich man für die Ermittelung der Fehler des angewandten 
Systems osculirender Elemente nur Ein solches System nölhig hat, so 
will ich doch die hier angewandten Elemente mit zwei anderen Systemen 
vergleichen, da hieraus eine Verificalion der Rechnung und der zwei 
anderen Systeme von Elementen hervorgeht. In No. 72 des »Astrono- 
mical Journal« hat Hubbard die folgenden verbesserten Elemente der 
Egeria veröffentlich l: 
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1851 Januar 1.0 m. Z. Berlin 
c=299° 7 43T6 

7t = \\9 1 20.4) . . „ . 

0= 43 17 3 3 Aequ,nOX der Epoche 

<p = 4 53 25.9 
t = 16 33 8.6 
n =857:7580 

und in No. 995 der Astr. Nachr. findet man folgende Elemente von 
Günther*) 

; 1856 Febr. 19,0 m. Z. Berlin 

c = 25° 11' 4:1 

TT = 1 1 9 45 7.0) . . _ , 

0= 43 17 33. ö |AequmoxderEpoche 

y = 4 59 45.2 
i = 16 32 14.2 
n =857:76929 

In Bezug auf die Ekliptik und das Aequinox, auf welche sich die 
obigen Hubhard'schen Elemente beziehen, ist nichts vorzubereiten , da 
es dieselben sind, auf welche sich die in diesen Abhandlungen ange- 
wandten Elemente beziehen, die Gilnther'schen Elemente müssen hin- 
gegen, da sie auf eine andere Ekliptik und ein anderes Aequinox bezo- 
gen sind, vor allen Dingen auf jenes Aequinox zurückgeführt werden. 
Durch die von mir in No. 823 der Astr. Nachr. entwickelten Ausdrücke 
fand ich, dass man diesen Elementen, um sie auf Ekliptik und Aequinox 
von 1851 Jan. 1,0 hinzuführen, folgende Zahlenwerthe hinzufügen muss: 

der Neigung.. — K6 
dem Knoten .. — 41 8.2 
dem Perihel . . — 4 1 1 .7 

Die im Folgenden zur Vergleichung anzuwendenden Elemente werden 
daher statt des zweiten vorstehenden Systems die folgenden : 

*) Ich bemerke hiezu, dass ich die weiter unten in diesem § folgenden Rechnun- 
gen schon vor einigen Jahren zu einer Zeit ausgeführt habe , wo keine anderen ver- 
besserten Elemente wie diese beiden Systeme bekannt waren. Später sind noch andere 
verbesserte Elemente veröffentlicht worden , allein ich glaube ihre unmittelbare Ver- 
gleichung mit den angewandten Elementen zu dem hier zu erreichenden Zweck für 
nicht nöthig halten zu dürfen, indem die obigen beiden Systeme dazu ausreichend sind. 
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1856 Febr. 19,0 m. Z. Berlin 
c= 25° 11' 4M 

7i=1 19 40 48.8) . jOBjn 

} Aequinox von 185 ,0 

0 = 43 13 21.8) 4 

<p = 4 59 45.2 

1 = 16 32 12.6 
«=857:76929 



108. 

Es wurden nun für die beiden Zeitpunkte 

1851 Jan. 1,0 m. Z. B. und 1856 Febr. 19,0 m. Z. B. 

der numerische Betrag sowohl der im Art. 94 angegebenen Jupiter- 
störungen und ihrer Differentiale, wie der Betrag der im Art. 59 (II) 
erhaltenen Saturnstörungen und ihrer Differentiale berechnet. Bei den 
letzteren wurden die Glieder der Abtheilung t"=0 weggelassen, da diese 
schon den genannten Jupiterstörungen einverleibt sind. Als Hülfsmittcl 
ftlr diese Berechnung diente zuerst die, zwischen der in der Berechnung 
der Störungen angenommenen Epoche und den oben angeführten Zeil- 
punkten liegende, Anzahl von mittleren Sonnentagen und zwar 
für 1851 Jan. 1,0 und für 1856 Febr. 19,0 
— 338.0372 +1530.9628 

woraus 

0 = 298° 58' 33!0 und = 25° 59' 47:5 
f = 294 33 9.6 . . . = 28 18 7.6 
n/ = — 1.407 . . . =+6.397 

gefunden wurde, von welchen die Werthe von nt dazu dienten, um die 
mit diesem Factor mulliplicirten Störungsglieder zu berücksichtigen. Aus 
den Jupilcrtafeln fand ich für dieselben Zeitpunkte 

0 = 178° 43' 49:7 . . . = 334° 30' 43:9 
und aus den Saturntafeln 

r/=296° 13' 15:6 ... = 358° 56' 38:4 

welchen die Betröge der grossen Ungleichheiten schon hinzugefügt sind. 
Da nun aus dem Art. 74 (I) folgt, dass 

c — /tic -+-[u = g'+ pe 0 sin e 
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ißt, so ergab sich aus den vorstehenden Zahlenwerthen ftlr den Jupiter 
c'-^c 4-^ = 177° 11' 20'.'6 . . . = 335« 18' 56!3 

und für den Saturn 

c' — ^ + ^=295° 36' VA . . . = 359° 16' 3!1 

Hicmil konnten die numerischen Werthe aller Argumente gebildet und 
die Substitutionen derselben ausgeführt werden. Hiedun h wurde 
erhalten 

für 1851 Jan. 1,0 und für 1856 Febr. 19,0 



(»0*)l 


= 298» 


55' 25:1 ... 


= 25° 


51' 24;'5 


dt 




+ 41.30 ... 




+ 817.00 


v x 




+ 1.29 ... 




-434.29 


dv t 
df 




— 14.59 ... 




-f- 50.73 


«, 
cosi. 




— 3.36 . . . 




— 68.83 


du t 

COS f, dt 




— 3.62 ... 




- 48.89 


r, 




0.00 ... 




-f- 0.02 



Da im Vorhergehenden (n) — — 0"1064 gefunden worden ist, so 
ergab sich aus den vorstehenden Werthen von 

= -h 17:25 . . . = -|- 857:41 

und aus diesen numerischen Werthen und durch Zuziehung der im 
Art. 77 (I) angegebenen Elemente der Egeria wurden nach Anleitung 
der Artt. 101 u. f. die beiden folgenden Systeme von osculiremlen 
Elementen abgeleitet, 

c t =299° 2' 0:6 ... = 25 18' 20:3 
^=119 6 7.1 ... =119 43 23.8 
0,= 43 17 19.9 ... = 43 13 20.5 
Vl = 4 52 37.6...= 4 59 0.9 
»,= 16 33 2.5 ... = 16 32 8.3 
«,=858-10649 ... =858:11446 

die mit den oben angeführten übereinstimmen müssen , wenn alle drei 
in Betracht gezogenen Systeme von osculirenden Elementen richtig sind. 
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109. 

Zieht man die eben erhaltenen Elemente von den im Art. 107 
angefahrten ab, so bekommt man die folgenden Unterschiede 
für 1851 Jan. 1,0 für 1856 Febr. 19,0 



Ac = 


■+- 5' 43:0 




— 7' 16:2 


A T = 


— 4 46.7 




— 2 35.0 


A" = 


— 16.6 




+ 1.3 


A<p = 


-h 48.3 




+ 44.3 


Ai = 


-h 6.1 




+ 4.3 


An — 


— 0:34849 




— 0:34517 



die als die Verbesserungen der in diesen Abhandlungen den numerischen 
Rechnungen zu Grunde gelegten osculirenden Elemente zu betrach- 
ten sind. 

In Bezug auf die Unterschiede in den Werthen von Ac die die 
obige Zusammenstellung zeigt, bemerke ich, dass wenn in dem Systeme 
von osculirenden Elementen, von welchem man ausgeht, die mittlere 
Bewegung mit einem Fehler behaftet ist, wie hier zufolge der vorstehen- 
den Werthe von A n der Fall ist, die verschiedenen Zeitpunkten ange- 
hörigen Verbesserungen des Elements c nicht dieselben sein können, 
sondern nothwendiger Weise, eben der unrichtigen mittleren Bewegung 
wegen, mit der Zeit wachsen müssen. Um die eigentliche Verbesserung 
dieses Elements zu erhalten , muss man daher von den obigen Werthen 
von die Producte der Verbesserung der mittleren Bewegung in die 
Zwischenzeiten abziehen. Nun wird aber 

-0:34849X- 338.0372 = -t-1' 57:8 
— 0.34517 X -1-1536.9628 = — 8 50.6 
Zieht man diese Producte von den obigen Werthen von A c fl b, so wird 

Ac=-h3' 45:2 ... = +1' 34:4 
Ferner bemerke ich, dass ein Fehler in der Bestimmung des Elements n, 
wenigstens bei nicht sehr grossen Excentricitäten, einen entgegengesetz- 
ten Fehler von nahe derselben Grösse in c hervorbringen muss, wenn 
alles übrige richtig ist, es müssen sich mit anderen Worten die Fehler 
von rt und c so combiniren, dass daraus ein geringer Unterschied in den 
Fehlern der mittleren Lange der Epoche herauskommt. Bezeichnet man 
den Fehler des letztgenannten Elements mit A'» so wird 

A/ = Ac-h A* 
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und wendet man diese Gleichung auf die oben gefundenen Verbesserun- 
gen von c und n an, so ergiebt sich 

A/= — i'i:5... = — rore 

welches eine so gute Uebereinstimmung ist, wie erwartet werden darf. 
Auch die übrigen oben gefundenen Verbesserungen der Elemente zeigen 
bis auf A 7 * eine befriedigende Uebereinstimmung, und die Unsicherheit, 
die denselben etwa noch anhängen mag, kann auf die Berichtigung der 
Störungscoefficienten , zu welchem Zweck sie berechnet worden sind, 
keinen merklichen Einfluss Üben. In der Bestimmung der Länge des 
Perihels scheint in einem der beiden eben angeführten Elementen- 
systeme ein Fehler vorgekommen zu sein, von welchem ich bisher nicht 
wusste , welchem Elementensystem er zuzuschreiben sei. Die neueste 
Publication des Herrn Günther über die Bahn der Egeria in No. 1132 
der Astr. Nachr. scheint darüber Aufschluss zu geben. In dieser kommen 
unter verschiedenen Etementensystemen auch das für 1856 März 5,0 
geltende vor, und in diesem System wird 

tt= 1 19° 43' 3:3 

angegeben , wahrend in dem oben im Art. 1 06 angeführten , für 1 856 
Febr. 19,0 geltenden 

^ = 119° 45' 7:0 

angesetzt ist. Ohne die relativen Störungen der Lange des Perihels für 
den hier vorkommenden Zeitraum von 15 Tagen berechnet zu haben, 
darf ich mich wohl der Ansicht hingeben , dass dieselben lange nicht 
den Unterschied von 2' 3:7 erreichen können, den die eben angeführten 
beiden Längen des Perihels zeigen ; zumal in diesem Zeilraum die Egeria 
fast in heliocentrischer Opposition mit dem Jupiter war. Berücksichtigt 
man aber diesen Unterschied von 2' 3?7 in der obigen Zusammenstel- 
lung der Verbesserung der hier angewandten Elemente, so werden die 
beiden Werthe von 

Äff— — 4' 46:7 ... =-4' 38:7 

und somit ist auch in diesem Element eine gute Uebereinstimmung der 
Verbesserung desselben erlangt worden. Nimmt man nun von den Ver- 
besserungen der übrigen Elemente das Mittel aus beiden oben erlang- 
ten Bestimmungen derselben, so bekommt man 
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Ac= +3' 45:2 
-4 46.7 
Aö= - 7.7 
= +46.3 
A»= + 5.2 
A« = — 0:34683 

von welchen erwartet werden darf, dass sie Tür die Verbesserung der 
Störungscoefficienten hinreichende Genauigkeit besitzen. Die verbesser- 
ten osculirenden Elemente der Egeria für 1851 Dec. 5,0 m. Z. Green- 
w ich sind demnach die folgenden : 



c 0 = 19° 35' 28:8 
n Q = 119 7 25.7 
%mm 43 17 1.4 
<p 0 = 4 52 53.7 
t 0 = 16 33 11.9 
858*.'0393 



m. Aeq. von 1851,0 



§.9. Entwicklung der Ausdrücke ftlr die Verbesserungen der Störungs 
cocfficicnten, die aus der Verbesserung der der Rechnung zu Grunde 
gelegten osculirenden Elemente entstehen. 

Anwendung auf die im Vorhergehenden berechneten Störungen. 

HO. 

Da die Verbesserung der der Rechnung zu Grunde gelegten oscu- 
lirenden Elemente stets als Grössen der ersten Ordnung in Bezug auf 
die störenden Kräfte betrachtet werden müssen, so kann sich die Ver- 
besserung der Störungscoefficienten auf die der ersten Ordnung bezie- 
hen , indem eioe Verbesserung der Störungscoefficienten zweiter Ord- 
nung Grössen der dritten Ordnung hervorbringen würde, die als unmerk- 
lich angesehen werden können. Setzen wir wie früher (§. 5 (I)) 

d JZ. _ T dR * — V 

dt — 1 ' dt — w 

und ausserdem 
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wo wieder (> = a (1 — e cos 17) ist, so können die Ausdrucke, durch 
welche im Vorhergehenden die Störungen erster Ordnung berechnet 
worden sind, folgendennaassen gestellt werden, 

ndz =fd((fja7) 

wo der Strich über den Functionen wieder andeutet, dass y in e ver- 
wandelt werden muss. 

Bezeichnen wir nun durch ein vorgesetztes J das Increment der 
Function, welches entsteht, wenn man statt der ursprunglich angewand- 
ten Werthe der osculirenden Elemente die verbesserten Werthe dersel- 
ben substituirt, so bekommen wir aus den vorstehenden Ausdrücken 
die folgende», Mz = fä t (fZIZ) 

und da J, T und U Functionen der Elemente sind, so liegt zunächst, 
dass man die Inrremente dieser Functionen wie folgt ausdrücken kann, 

JA = P Ja -, + (£) An + (!) + 

wo Ja, J(p etc. die Verbesserungen der Elemente sind. Die Verbes- 
serung Je kommt in diesen Functionen nicht explicite vor, sondern ist 
implicilc in der excentrischen Anomalie t enthalten, in Bezug aufweiche 
die obigen Functionen hier entwickelt worden sind. 

114. 

Die Incremente von A, T, U sind in der eben aufgestellten Form 
mühsam zu berechnen, weil die Berechnung mehrerer der in den Aus- 
drücken derselben vorkommenden Ditferentialquotienten mühsam ist, 
und man verfährt weit einfacher, wenn man den Umstand benutzt, dass 

AbModi, d. K. S. Ge». d. Wiw. VII. 1 8 
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A, T, U iu ihren zusammengesetzteren Theilen Functionen von w+jf, 
(>, r, q>, y, J sind, wenn man die Bezeichnungen im Sinne der §§. 4 
(I) und 5 (1) nimmt. Von diesen Grössen dürfen v und r ihrerseits als 
Functionen von * und v, sowie w + j( und (j als Functionen der ana- 
logen Grössen und (i betrachtet werden. Da ferner zufolge der ange- 
zogenen §§, wenn für einen Augenblick fl und //' auch in der dorl 
ihnen gegebenen Bedeutung wieder aufgenommen werden, .///== — Jq> 
und ///'= — Ap wird, so können zufolge der dort abgeleiteten Sätze, 
und weil hier die Elemente des störenden Planeten nicht in Betracht 
kommen, y , y und J als Functionen von u und j£ betrachtet werden. 
Die Anwendung dieser Betrachtungen wird auf Ausdrücke fuhren, die 
in ihrer Anwendung weit einfacher sind, wie die im vor. Art. aufgestellten, 
und zwar auf solche, die von den im $.5(1) abgeleiteten nur wenig ver- 
schieden sind, welche man ohnehin für die Berechnung der Störungen 
zweiter Ordnung brauchen muss. Es wird hievon die Folge sein, dass 
wir die hier im {$. 4 berechneten Hülfsgrössen, die bei der Berechnung 
der Störungen zweiter Ordnung gebraucht wurden, fast ungeandcrt auch 
auf die Lösung der gegenwärtigen Aufgabe werden anwenden können. 

Die erste nun zu lösende Aufgabe besteht darin, Je, Jv, Ju, 
durch die Incremenle der Elemente auszudrucken, und dieses kann auf 
die folgende Art ausgeführt werden. Aus den Gleichungen 

r cos /*= a cos f — a sin q 
r sin f=a cos (p sin e 
'=/ + * 

bekommt man einestheils, wenn man a, (p, % veränderlich und * und v 

constant annimmt, „ . 

./*•= y sin* . Jq+Jx 

. 1r Ja a , 

= — — — COS fr COS e . .Jq 
rar' • 

und anderntheils, wenn man * und v veränderlich, und a, t/>, % con- 
stant setzt, 

Jv = y cosy . Je 

,v +tesme .Je 

r <+> r 

Durch Gleichstellung dieser doppelten Ausdrücke für Jv und Jr 
ergiebl sich 
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cosy eosy * ( 

wo ich den Divisor \ + v weggelassen habe, weil er hier nur Grössen 
höherer Ordnung hervorbringen würde. Wenn 'man in diesen Ausdrücken 
e mit tj vertauscht, so ergeben sich die folgenden 

J V == + '-^m J X 

l cosy ™ cos y « 

Jd='^ — e+c ^ ^ — * sin 3 /v 
a cosy. ^ cos y * 

Der Abhandlung (I) zufolge ist 

«= £ ? sin (t—öj-^pcos^-öo) 



p = sini sin(o— 0„) 
7 = sin i cos (a— 0 O ) — sin t 0 
ist. Um hieraus zu den Incrementen überzugehen, muss nach den Diffe- 
rentialionen *=to und <f=0 0 gesetzt werden, und man erhalt also 

Jp = sin t . Ja ; Jq = cosi. Ji 

und es wird also 

Ju = 1 cost sin(jf— Ö 0 )Ji— ~ sin t cos(?;— 6 0 )Ja 

führt man hierin die excentrische Anomalie, und Ja = cosiJ0 ein, und 
setzt zur Abkürzung 

). am {cos (ji — 0) Ji ■+■ sin (n — 0) sin iJ0\ cos q> 

/u= sin [n — 0) Ji — cos(-t — 0) sin iJO 

so wird 

^-Asini+Mcosf-e) (46) 
und hieraus folgt unmittelbar 

5Si —* — ( 47 ) 
womit die Incremente ^/#, ^/v, Jß, Ju, ./[" in Function der Tncre- 
raente der Elemente dargestellt sind. 

112. 

Die hier anzuwendenden Ausdrücke für A und U sind die folgenden 
*-l£i»i»<— /)(ff)o~i 

18" 
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Es giebt sich hier von selbst zu erkennen, dass in diesen Ausdrücken 
die Factoren der Differentialquolienten der Störungsfunction Functionen 
von a, (p, /", r, w, g sind, von welchen die vier letzten als solche Func- 
tionen von e, v, tj, ß betrachtet werden dürfen , denen die im vor. Art. 
entwickelten Increraenle zukommen. Es ist ausserdem auch der Aus- 
druck für U mit cos » multiplicirt, allein die Veränderung dieses Factors 
darf hier nicht berücksichtigt werden, da in den vorhergehenden nume- 
rischen Rechnungen cosi als algebraisches Zeichen durchgeführt worden 
ist. Da hier die Elemente des störenden Planeten ungeandert bleiben, 
so sind die Differentialquolienten der Störungsfunction als Functionen 
von f, r, u ^ zu betrachten , wie in der Abhandlung (I) erklärt worden 
ist. Endlich ist hier gleichwie im Vorhergehenden auch die Veränderung 
der Grösse A zu berücksichtigen , die bei der Verwandelung der Form 



| te — tY j in ™* | (t — t» e — t"(c'— cp) } angewandt wird , und es 



müssen auch die Integralionsdivisoren wieder dem Werthe von Jn ge- 
mäss verbessert werden. Dieses letztere kann am Ende der übrigen 
Rechnungen für sich ausgeführt werden, und jenes wird ebenso ausge- 
führt, wie in §. 4 gezeigt wurde, nur ist hier der Ausdruck \ox\JX anders 
wie der dort entwickelte Ausdruck für <M. Da 



In Folge der vorhergehenden Betrachtungen nimmt nun das Incre- 
ment von A die folgende Form an, 



wo ich zur Abkürzung w, statt ~ geschrieben habe. Gleichwie in §.5 (I) 




(48) Jl — j j cos (f . Jif ■ 

der hier anzuwendende Ausdruck für JX. 




HS. 



JJ-fä r, + (-)./,, + p . iß + (£) Ii + @) J, 




und wegen der Gleichung A—^T wird 
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wo und f JZj dieselben im Vorhergehenden entwickelten und an- 
gewandten Functionen sind. Aus dem im vor. Art. aufgestellten Aus- 
druck für A ergiebl sich ferner durch die Differentiation 

wo T, f, V, X auch dieselben Grössen sind, die unter dieser Be- 
zeichnung im §. 5 (I) eingeführt, und im Vorhergehenden entwickelt und 
angewandt worden sind. Der Ausdruck für A giebt ferner 

a(£) = -JL\<iT+X+T\ 
und endlich wird auch 

wo auch D und E dieselbe Bedeutung haben , wie im §. 5 (I). Sub- 
stituiren wir nun diese Ausdrücke in den obigen Ausdruck für AA, 
so wird dieser 

welcher einer wesentlichen Reduclion fähig ist. 



Iii. 

Aus den Gleichungen 

cosy cogy, 



e + cos t v _ e sin f 

a 

bekommt man erstlich 



Av =s — — «j^cosj . — e sln# f 
a cos y * cosy * 



d<^< cos f j e sin * j 

~dt cosy ™ cös^T * 

und hiemit 

Wegen der Gleichung aV — *"(H-*) giebt aber A = durch die 
Differentialion Jh Ja • . . 



Digitized by Google 



278 P. A. Hassen, 

und es wird daher 

COS ff r dt h 

Da aber hier Ja und Jq> Constanten sind, so dürfen wir in die rechte 
Seite dieser Gleichungen jy für*, und ßitirv setzen. Es wird daher auch 



(50) 



l COS ff " dr> 

Substituirt man nun diese letzten Ausdrücke für Ja und J<p in den 
obigen Ausdruck für Jyt, und setzt 

n cüs i cos t 

wo T, B, C, D, E dieselbe Bedeutung haben wie in §.5 (I), so wird 
nach der Multiplication mit de und der Integralion 

Es ist aber 

und in Folge der früher schon in diesen Abhandlungen eingeführten 
Bezeichnungen J m = ^ . y ^ = ^ + 2/? 

indem bis auf Grössen zweiter Ordnung jede Seite der letzten Gleichung 
der Ausdruck der Function d*£ ist. Substituirt man diese Ausdrücke 
und verwandelt y in e, so bekommt man 

wo 

k = ädT /f - "«I, 



ist, und die numerischen Werthe von (-JJ*) , VV 0 , * wieder durch die 
vorhergehenden Rechnungen gegeben sind. Zufolge des zu Anfang 
dieses § angegebenen Ausdrucks für Jndz wird daher 

(52) Jndz^ffc [(fLds) + --/« + 2 (F.+r) /,] +TV 0 feJf/, 
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Um die eben eingeführte Hülfsgrösse k zu entwickeln, subsliluire man 
die oben gegebenen Ausdrücke für /* und d £ in den vorstehenden 
Ausdruck; nimmt man darauf auf die Gleichungen 

~ = \ — e cos * , jg = e sin * 

Rücksicht, so bekommt man 

Ich führe hier noch an, dass 

. la _ _ In 

a * w~ 

ist, da auch in den eben entwickelten Formeln vorkommt. 



11 ö. 

Die Gleichung / = JL7 1 

<* 

H iei»i ././=£ ,yr+r/| 

Da ferner -# t_£ + .J ../,_ J f 

ist, so wird 

= : / ' - 3^7** - + f /«• 

substituirt man hierin den oben gegebenen Werth von j /Jdt, so 
ergiebt sich 

woraus 

= +■ «i/3? * - wf m * z/'™ * t/CD* 

folgt. Verwandelt man hierin 13 iu #, subslituirt die oben gegebenen 
Ausdrucke für ^*ftf« und f TtU durch H' 0 , und erwagt, dass 

d* " _ _ '» / , 'X 

dt*— dt — ""'"oosy 

aus den Ausdrücken (45) hervorgeht, so bekommt man 

(^)-®+i(-v T ) +i ( w .+')i-*-« »>'• », + (';;")t 

und hieraus 
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Ich mache darauf aufmerksam, dass in diesen Ausdrücken Jv linker 
Hand des Gleichheitszeichens eine andere Bedeutung hat wie rechter 
Hand desselben, indem Jv linker Hand die Verbesserung bedeutet, die 
der vorher berechnete Werth von v, wegen der Aenderung der in der 
vorhergehenden Rechnung angewandten osculii enden Kiemente, be- 
kommt, während dasselbe Zeichen rechter Hand die durch die zweite 
Gleichung (45) gegebene Function der Incremente der Elemente be- 
deutet. Da hieraus keine Verwechselung entstehen kann, so habeich 
nicht für nöthig gehalten die Bezeichnung zu andern. 



HG. 

Gleichwie im §. 5 (1) in Bezug auf die Störungen zweiter Ordnung 
gezeigt worden ist, könnte man hier auch die Bedingungsgleichung 

dt aj a 

die aus der dort abgeleiteten leicht hervorgeht, zur Controle der durch 
die eben entwickelten Ausdrucke zu berechnenden Verbesserungen von 
ndz und v anwenden, allein diese Rechnungen sind so einfach und ge- 
währen anderweitige Conlrolen, weshalb ich die Entwickelung der vor- 
stehenden Gleichung hier Ubergehen werde, die Übrigens so wenige 
Schwierigkeilen darbietet, dass sie wohl jeder selbst wird ausfuhren 
können. Ich gehe daher sogleich zur Entwickelung der Verbesserung der 
Breitenstörungen, oder mit anderen Worten zu der der Function U über. 

Aus dem im Art. 1 12 angeführten Ausdruck für U, verbunden mit 
den im Vorhergehenden angestellten Betrachtungen, gehl hervor, dass 
für JU sich zuerst ein ähnlicher Ausdruck ergiebt, wie der oben für. JJ 
erhaltene, nemlich 

jü= (*) a + (g) h + (£) /,+ (£) J, + 

wo die Incremente JX, Jq, etc. dieselben sind, wie oben. Für die Be- 
rechnung der Diflerenlialquotienten Q?J , \Vfi kann ich auf das ver- 
weisen , was ich oben Uber die Berechnung derselben Diflerential- 
quotienlen von J und T gesagt habe, da das Verfahren im jetzigen Falle 
ganz dasselbe ist. Der angezogene Ausdruck von U giebt ferner 
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CD-» 

wo unter Ydie im g. 5 (I) unter (85) eingeführte Grösse verstanden wird. 
Wir bekommen ferner 

\ difj cos </ 

1 

(SM 

wo wieder und E\ dieselbe Bedeutung liaben, wie im §. S (I). Stellen 
wir diese zusammen, so erhalten wir zuerst 

und wenn wir wieder J(p und . 1a durch (50) eliminiren, 

+©*-»*? 

Setzt man daher 

" Vcosi dl) ^ V cosi dt) ^ e ^ \cm i^mt/ 4 ** v ; 

" + " COS I cos • cos < cos • 

so wird 

oder da = « und *) = «, ist, 

^-(fitf+^J,-^ (56) 

wo in Bezug auf Ju linker Hand des Gleichheitszeichens dieselbe Be- 
merkung gilt, die im vor. Art. in Bezug auf Jv gemacht wurde. Im 
zweiten und dritten Gliede rechter Hand müssen hier die numerischen 
Werthe von «, und u angewandt werden , die die erste Annäherung 
gegeben hat. 
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117. 

Die den vorstehenden Integralen hinzuzufügenden willkührlichen 
Constanten haben dieselbe Form, wie die im Vorhergehenden einge- 
führten, und werden, falls sie merklieh werden sollten, auf dieselbe Art 
bestimmt. 

Zwischen den durch die eben entwickelten Ausdrücke sich erge- 
benden Verbesserungen der Coefficienten der Säcularänderungen finden 
einige Relationen statt, die zu kennen nützlich ist, da sie mit zur Con- 
trolo der Rechnung dienen können. Da die durch diese Ausdrücke er- 
langten Verbesserungen genau dieselbe Form haben müssen, wie die 
in der ersten Annäherung erhaltenen Coefficienten, so darf vor Allem in 
dem Resultat kein r oder ri 1 ? proportionales Glied vorkommen, sondern 
die Coefficienten dieses Gliedes, die sich in einigen Theilen des Aus- 
drucks (52) zeigen, müssen sich in der Summe dieser Theile strenge auf- 
heben. Da ferner in der ersten Annäherung in ndz die Säcularänderungen 
die folgende Form haben, 

(l — ^ )//(0.Ä)*sin* -I- /7(0.c)«cosa 
— f 0(0.*)* sin & — |//(0.c) ( cüs^ 

in v die folgende 

— £ II ■<).«)« 

— \ Ii (0.*) tcosf -»-^//(O.c) t sin* 
und in ^ die folgende 

— eV(0.*)* 

— V(0.c)f sin* -|- V(0.«)«cos* 

so müssen die Verbesserungen dieser Coefficienten, die durch die vor- 
stehenden Ausdrücke erhalten werden, dieselben Relationen darbieten. 
Seien JH{0.g) und JII(0.c) die erhaltenen Verbesserungen von U(0.s) 
und Ä(0.c) und ,/V(0.c) und JV{0.s) die von V(0.c) und F(0.«), und 
wie vorher Jrp die Verbesserung des Excentricitaiswinkels, dann müs- 
sen , mit Weglassung der Quadrate und Producta der Verbesserungen, 
die verbesserten Säcularänderungen die folgeuden werden, in ndz 

*+ c 2&4£)(H(0.$) H-. /fl(0.«)) i sin t H- (11(0. c) +JH(0. c))* cos* 

fetSüa^tj (//(0.*)-h.///(0.«})*sin 2*- ^^^(U{0.e)^JH{Q.^)99im9§i 
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in v 

- ( fl + c 7 (11(0. s) + ,/H(0.s)) t 

—i(H(Q.$) + JH{0.$))tcoB* -+- |(ff(0.c)H-.//7(0.c))«sin« 
UD(J in c"^7 

—(e+cos^y) (V(0.«)-K/V(0.*))e 
-(V(O.c) WV(0.c))«sin« -t- (V(0.*) + ,/V(0.«))«cos« 

und daher in Bezug auf diese Glieder die folgenden Ausdrücke sich 
ergeben, 

.y»(fe = j(l— tyjll{0.8) — ecos(plI{0.8)J(p\tsms+JlI{0.c)£COse 

—i\eJll(0. 8) + cos <p H {O.s) J<p\ * sin 2* — \\eJU (0. c) + cos y //(O.c) «cos 2* 

. /y= — ^|e^Ä(0. f) ■+■ cos (pH(0.8)J<p\e 

— ^ JIKO.s) « cos * -+- -J-. /// (O.c) * sin * 

^ = — je.-/K(0.*) + cos V V(0.*).-/ v J« 

— JV(0.c)e sine -+-./V(0.*)« cos« 

Um zu zeigen, dass die Ausdrücke (52), (54) und (56) in der Thal die 
Säcularänderungeu in dieser Form geben, will ich sie daraus direct 
entwickeln. 

118. 

Ich sehe fürerst die Entwickelung der im Vorhergehenden mit L 
bezeichneten, und durch den Ausdruck (51) gegebenen Function als 
ausgeführt an. und hebe daraus die folgenden Glieder aus. 

L= F'(0.#) 

-h G'( 1 . 8) cos ( — tj -Hr) 
— W (O.c) sin q <^£T(0.f)coei} 

die die einzigen dieser Function sind, welche zu den Sücularanderungen 
beitragen. Wir bekommen hieraus 

(fld* )= F (0. *)« + //' (0. tj «cos« - //' (0. c)« sin « 

( Af ^ ) — ff (< .$) - ff (0. •) «sin« - ff (0. e)t cos « 

Aus §. 5 (II) bekommen wir ferner mit bioser Rücksicht auf die hier 
erforderlichen Glieder 
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= -G(1.,) 



— H(0.g)e sin * — H(0.e)s cos* 

2 [\V 0 +v) = 2k -+- 2Ch- 2G(1 . c) 

+H(0.*)f cos« — H(0.c)tr sin* 

»V o = ie//(0.«)* 

+H(0.t)« cose — ff(O.c)« sin« 



(^•)-H2(W 0 -h y )=2fc + 2CH-G(l.c) 

+ <2F(1 .c) -+- G(2.c) +Jf(0.c)Jc«« + |8F(<.f) H- G(2.«) +lf (0.«)| sin # 



so geben die Ausdrücke (45), (49), (53) 



und hiemit bekommt man die folgenden Producte 



|-tfff(0..)+4ey#/(0.c)|. 



— ytf(0.c)*cos« — y//(0.«)«sin« 

|^Jf(0.#) -Hey ff (O.c) je cos 2« -I- | — ißH{0.c) -h ieyH{0.s) J« sin 2« 
2 (F 0 -hi'). = { — 1 |JH(0.t) +^H(0.c)|« 



-+■ («—*/?) // (0.*)* cos « — (a—eß) ff(O.e)« sin * 



+ } — lßlliO.8) —ieyH{Q.c)\i cos 2* -h f i/?Jf (O.e) — J eyfl(0.*)jf sin 2« 



^[CA*)+(^y-+*(w r .+')^] = 



|F' (0.*) — Je//' (0. f) —ie«//(0. •) — 0(1 — i**) H(0.«) H- feyff (0. c)|« 
+ |lf (0.*) — eF'(0.«)+«H(0.«)— y(1 + e«)lf(0.c)|«co8« 

— | JT (O.C) -h («— /7 (0. c) + yff (0. f) J « sin « 
- tjefl' (0.«) + {ea-e?ß)H{0.$) - eytf (0. c)} * cos Sa 



-h|je//'(0. c) -+- (e«-^j //(0. <?) -+- eyfl (0.«)j «sin 2« 



VV 0 /c = — — c*) W (0. *)« 

-+■ \eßH (0. •) f cos f — eßU (O.c)« sin « 
— \ßH (0. $) t cos 2* ytB (0. c) t sin 2« 



Setzt man nun zur Abkürzung 



o ' ' cos</ 




^«=y-H0sin« — eycos« 
/v=a— eß—ß cos * — ey si n * 
2 ^=-«+2^ 

fc= C0 — ßCOSf 
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Substituirt man diese Ausdrücke in (52), so ergiebt sich nach der 
Integration 

. /ndz = i \F (0. •) - \eH' (0. s) - \euü (0. s) - (-f-e 1 ) ßll (0. •) + f «7// (0. c)| «» (57) 
-+- jtf'(0.«) — ^F(0.#)-»-aÄ(0.*)-hi^(0.*)-(1+^)y//(0.c)|«sin« 

-h j// (O.c) + «// (0. c) -l- yH(0.8)\ * cos« 
— i je// (O.t) -l- e«// (0. f] + (\ — e*) t ffl (0. •) — qfl (0. c)| « sin 2« 

— l|eff'(0.c)-|-m//(0.c)H-(1— «fyOT(0.«)-l-<7ff(0.*)}*cos 2f 
Man bekommt ferner die Producta 

+ 2 *) j- <W + (2. f) + |//(0. f)j 

+y| U -+- 2C -+- G (1 . e) - eF{\ . c) - \eG (2. c) - \eB{0. c)} 
2 (" W o+-)e^ = H2^2C+2G(1. c )| 

— yH (0. «) f cos e -I- y// (0. c) « sin * 
(^T*) T = — «£('•*) — «// (0. *) e sin i — all (0. c) « cos e 
und hiemit giebt der Ausdruck (54) 

Jw—WH .$) + aG (1 .«) - fiF(\ . t) + *6 (2. «) -h fff (0. •)] 

+ rfC(1.c) + eF(l.c)+J«C(2.c)+«lf(0.c)])# 
— i[//' (0. f) + aH (0.8)— yll (0. c)\ e cos f 

+ ij//'(0.c)H-a//(0.c;+y//;0.s}j 4 sin* (58) 

womit die bez. Ausdrücke für Jndz und erlangt sind. 



H9. 

Um zu zeigen, dass die eben entwickelten Ausdrücke der im vorvor. 
Art. verlangten Form gnUgen, bedarf es noch der Enlwickelung der 
beiden Functionen 

P(0. f ) , _ i-eH (0.8) und G'(i.s)+eW{0.») 
die ich auf die folgende Weise ausfuhren werde. Aus der Form von L 
geht hervor, dass f(0.«) _ ^JJ'(0.*) 

das constante Glied in der Enlwickelung des Products 

(1 — ecos^)L 

ist, und dieses Glied werde ich daher zuerst entwickeln. Das mit JX 
mulliplicirte Glied im Ausdrucke (51) für L ist hier Null, da es sich um 
Glieder handelt, die vom Index i' unabhängig sind, die übrigen Glieder 
dieses Ausdrucks werde ich wie folgt stellen, 
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(59) L = (H) Jt+ VJr+(T+X) + 

Im §. 5 (I) sind die folgenden Ausdrücke entwickeil 

F-Jf (f^B)+»{^(^) + -(«f)J 

WO 

itf = _l_ j_ (3— |e*)-h2ecosf — ic'cos 2* 

-»-(j'cos^-i-*) — 3ccosi^ ■+■ (4— e^cosfo— — ecos(jy— 2*)| 
N= — J, je sin« — ^j'sio 2e 

+c , sin(jy+f) — esin»; — (2 — c^sin^ — t) 4-csin [tj — %$)] 
Wob { — 2e*H- 2e cos « — e* cos (13 +*) -f- 2e cos 17 — (2— e*) cos (q — «) | 

«7? 1 2<J si0 * ~ * Sin sin (r— 41 

ist. Bezeichnen wir nun der Kürze wegen die Function 1 — e cos mit 
A, bilden die Producte JtfA, NA, etc., und nehmen dabei nur auf die von 
rj unabhängigen Glieder in denselben Rücksicht, da die von r t abhängi- 
gen zu dem zu suchenden constanten Gliedc nichts beilragen können, 
so ergiebt sich mit wenig Mühe, 

AM = — 3, AA r =0, 
AM ' = : |-3e l +3ecos f j, AN'= sin* 
Es wird also hier 

und hieraus folgt 

*(£)-- "(3) 

ferner wird 

AV=-3( ä ' r O) 

A {T+X) = ^ |-3+3e cos f | • (w) + ~^ ü« . „r (*» ) 

Multiplicirt man diese Ausdrücke bez. mit den Ausdrücken des vor. Art. 
für Je und Jv, sowie mit 

Jp+ 2^ = eß— (icose — cysine 
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woraus 



so bekommt man 

A (*) J ' = \-*r-*ß sin e + 3?CM f] a(^) 
A VJv = j — 3a+3# -I- 3£ cos c ■+■ 3* sin «| 
A(T+^( ^+2^)=J, v j-|c/?+3(4+^coitH.%gmti /«rv 

+ cob I— + 3«V«n * I flr f*T) 
(— lepsin 2# + |pVcos 2« j ^ dr ' 

Aus dem Art. 38 (11) sind jetzt die folgenden Glieder zu entnehmen, 

a(fg\*m—b{i.c)funa +6(l.«)cos« 
— 6(2.c)siu2*-t-6(2.«)cos 2« 

or(^)-^(0.e) 

+ c(\ . cjcosf -|- c(1 .») sine 
■+■ c (2. c) cos 2« c (2. t) sin 2* 

a f = — 6 ( I . c) cos e — b ( 1 . s) sine 

( dw fk))=-. c (|.c)sin« + c(U)cos« 

folgt. Substituirl man diese in die vorstehenden Ausdrücke, multiplicirt, 
und behalt blos die constaulen Glieder bei, so wird 

^ = WM -t**(M 

AYJv = \ß c (1 . f) — \eyc (1 . c) 

' A<T + 1 (^-8?) -JA™?*' ( ! 7 *** W 
v ; V A / cos v( + |c»c(1.*) — fec(8.t) ) 

vi- |«6(M + |c*6(2.c) j 
"^«»»Vj — fc'c(O.c) ■+■ le l c(2.c) j 

Wegen der Relation G(l.«) = — e//(0.*) ergiebt sich mit bioser Rück- 
sicht auf das constante Glied aus dem Art. 46 (II) 

Af — — ieJf(O.t) 

und hiemit wird sogleich 

2AT f = i e« // (0. «) — e'ßH (0. t) 
Wegen w, = J wird 
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also 



A(Du+E Ul ) = - Sa"- = 0 



da ia dem Differentialquotienlen kein constantes Glied vorhanden sein 
kann. Addiren wir nun die eben entwickelten Ausdrücke, so wird 
zufolge (59) 

.|c(l. Ä )-icc(2.*) 

°" N I — \ ec (0. c) — i ( 1 — <?) c ( I . c) -+- 1 cc (2 .c) 

f«g|f(0.f) — e-(M(0.s) 
= F'(0.s) — ieH'{0.8) 

Aber die Gleichungen (1 5) (II) geben 

V • i ^V( +C (-I.«)— lec(2.*) 

W/Or\ = -i I («-«WM | 

1 j "~ co » V ( -+- 1 ec (0 x) + (1 - e*)c ( I . c) - 4 cc (2.c) j 

und es wird also 

F*(0.»)— +eil'(0.«) = i<?«lf(ü.«) + (i — « s )^(0.«)— icyÄ(O.c) 
woraus hervorgeh!, dass der Coeflicient von des Ausdrucks (57) in 
der That gleich Null ist, wie im Art. \ 17 verlangt wurde. Eliminiren wir 
durch Hülfe der vorstehenden Gleichung F'(0.«) aus dem Coefficienten 
von f sin e in (57) , so wird dieser Coefficteol 

| ^//'(O. $) + { 1 — | c'j «//(0. f) — (c— c ;, )^//(0 . «) — ( 1 — *eV//(0.c) 

Setzt man daher .///(O.c) — H'(O.c) + a//(0.c) H-yZ/(0«) 
JH(0. S ) = H'i0.8) ■+- «ff (0.«) — ///(O.c) 

so wird (57) 

(60) . /n<fc =|(l — *e l ) JH{0.8) — pfe cos'y // (0.*) | « sin f +JH(0 c)c cos # 

— ± |^Ä(0.#) H-/Jcos V(0.«)|« sin 2* — f je.y//(0.c) +/* cos V# (O.c) je cos 2* 

mit der im Arl. 1 1 7 verlangten Form übereinstimmend, da /?= ist 

120. 

Es ist klar, dass die Function G'(i.t) eff'(0.«) dem constanten 
Gliede der Entwickelung des Products 

2 (cos (// — e) ■+■ e cos i\ ) L 
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gleich ist, und wir müssen daher jetzt dieses Glied entwickeln. Die 
oben angeführten Ausdrücke für M und N geben 

(") = slv 1 - 2« * + «* «in 2* 

- «• sio (,+.) siD (,_«) - ie sin (,-*.)] 

(f)-=kl« 

-+- e 3 cos («y +f) «+- (2— e 2 ) cos (//—*) — 2e cos — 2«)| 

Multipliciren wir zuerst diese mit dem Factor 2(cos(jy — e) + e cosy), 
den ich zur Abkürzung B nennen werde, und nehmen in dem Product 
wieder nur die von q unabhängigen Glieder auf, so ergiebt sich 

B f ?V-cos2, 

V dt J cos V co « 9 

und wir erhalten ferner 

/?3/=4, ÄiV = 0 

^'=-^V Sin *--cofv Sin2f 

ßT = 0 

Selzt man nun die Entwicklungen auf dieselbe Art fort wie im vor. Art., 
so ergiebt sich 

B(^)Jt=*\ e+^cos * H-ecos 2* - ^cos 3*] 

(2c -♦--Je 3 ) sin # •+- 2c 3 sin 2« — l^sin 3*]} o( ^ j 

-I- y[(2 — e'j — (2e— 1 e') cos « — c* cos 2* cos 3*] | orf^) 
+ {4/?sin* -h ky— iye cos f\a(^ 

ß(T+X) = 

j^j- |/3[(2c— e 3 )— (2— |^*) cos f— e 3 cos 2e H-^e ! cos3f] 
+ (2c — 1 c 3 ) sin f H- i e 3 sin 3«] } a (^) 

H- y[c ? + 1 c 3 cos e — c* cos 2# - i c 3 cos 3*] J ar (~) 

Abh.udl. d. K.S. C e ».d.WiM. VII. 19 
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Da die übrigen Glieder von BL Nichts geben, so wird zuerst, wenn wir 
auch diejenigen constanten Glieder der vorstehenden Ausdrücke weg- 
lassen, die auch Nichts geben können, 

ßL=^[-2cos f + C co S 2,]+^[-tasin f + 2 <! 'sin2,]ia(f) 

+ j/?[2 sin e ■+- e sin 2*]-|--^[2— 2e(1 — e*}cos« — 2«*cos 2#]|or(^) 

H-ii/Ssinf-iyecos*!^) 

+ }-4/?cos f -4yesin«i(H^ 

und nach der Substitution der oben angeführten Glieder der Diflerenlial- 
quoiienten von Sl wird das constanle Glied 

c{i.8) + iec{2.s)] 

7 j 4e(1 — f)b{\.c)— e'6(2.c) 

+ cosV j+c(0.c)+e(1— e'^c(*.c)--e*c(2.c) 

Suchen wir nun die constanten Glieder in den Producleu von T mit 

C = 2cose+cos (tj — 2«) — (1 — 2c*) cos »7 
und D = — 2 sin (g— *) 4-2e sin # — e sin (»/— 2*) — e sin 17 

Durch die Multiplicationen von M und iV mit diesen Facloren, und blose 
Beibehaltung der von y unabhängigen Glieder der Producte findet man 
zuerst 

CT=}3— 6cosfH-ecos2f}o( d ^)+{— 2sin«H-csin2 f jar(^) 

» = 5^ I - - W) sin * + 2,' sin 2, | « (£) 

+ J > 1 2 + 2c ( I - ^ cos , - 2c* cos 2, | a (g) 

und wenn man die mehrmals angewandten Ausdrücke von a f^j~j und 
ar substituirt und in den Producten blos die constanten Glieder 
aufnimmt, wird 

CT= — 3&(1.*) + 4e6(2.*) — c .*) -1- |ec(2.«) 
Dr=^|(4e-2e s )6(1.c)-^(2. c )+c(0.c)+c(1-e ? )c(1.c)-e*c(2.c}| 

Es Wird also zufolge des oben erhaltenen Ausdrucks für BL, 

G'{\.s) + cH'{0.8) = ßCT + r DT 
wenn rechter Hand blos die constanten Glieder berücksichtigt werden. 
Unter dieser Bedingung ist aber augenscheinlich 
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CT= F ( I . f) -i- i G (2. f] - (i-e'j H (0. t) 
DT= — G [i . c) — eF( I . c) — | eG (2. c) -h ±«Ä (O.c) 
womit schliesslich 

G'( 1 . s) + etf* (0. s) = /J |F (4 . i) + i G (2. •) - (-i-e 1 ) // (0. ») | 



erhalten wird. Eliminirt man durch diese Gleichung G'(1.*) aus dem 
CoefGcienten von « des Ausdrucks (58), und bedenkt, dass G(i.*) = — 
eH(0.s) ist, so wird dieser Coefficienl 

— i|eff(0. t) -I- e«ff(0.*) + /* (1 H(0. *) — eyH (0. c)| 

Fuhren wir ausserdem die oben gegebenen Ausdrücke von JH{0.s) und 
JH(0. c) ein, so verwandelt sich (58) in 



— \JH(0. ») f cos« -h ±,///(0. c) e sin t 

welches die Form ist. die zufolge des Art. 117 die Sacularünderungen 
in Jv haben müssen. 

121. 

Wenden wir uns jetzt zu den Breilcnslörungen. und nehmen an, 
dass von der im Art. 1 1 6 mit // bezeichneten Function die folgenden 
Glieder erhalten seien, 

n = r (0. 9 ) r (0. *) cos n - V (0. c) sin tj 

die die Einzigen sind, aus welchen die Verbesserungen der Sücular- 
anderungen in Ju hervorgehen können. Hieraus ziehen wir 



Von u entnehmen wir aus dem Art. 50 (11) die folgenden Glieder 



— y\G(\.c) + eF(l.c) +ieG(i.c) — ±eH(0.c)\ 



./v=—i\eJH(0.s) + fico&*(pH{0.8)\( 



(61) 




= — eV (Q.8)f, — V(Ü.c)* sin* V (().«)* cos* 



woraus 

= — F(0.c)*cos* — V(0.s){ sine 
sich ergiebt. Multiplicirt man diese bez. mit 

/Scoss-l-eysin* 
Je =zy-\-ß sin e — eycos* 

so ergiebt sich 
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— y F(0. s) e sin « —y F(0. c) * cos * 

+ |— i/yV(0.c)+4«yF(0.«)|#sin2e+|^F(0.«)+4«yF(0.c)|«co8 2« 

— eyV{0. s) t sin * — 6<?F(0, *) # cos * 

+ |-}^F(0.c)+J^F(0.*)!fsin2«+jVF(0.*)+^F(0. c )(M'o s 2 f 
und hiemit erhalten wir 

(62) -{F'(0x)H-y(1-^F(0.«)}f8io«+{V'(0.*)H-^F(0. Ä )-yF(0.c)}ecos f 



122. 

Wir haben jetzt die Function 

r(o.») + cF(o.«) 

zu bestimmen, und es ist klar, dass diese dem constanten Gliede in der 
Entwicklung des Products 

(1 + 2e cos»/) // 

gleich sein muss. Dieses soll daher jetzt entwickelt werden. Aus §. 5 (I) 
haben wir 

U= Qf (§) cos i ; F = Qah (f r %) cos i 

wo 

Qssses'me — ^e*sin 2* 
-I- ± e- sin -l- f) — Je sin + (1 + | <r) sin (jj — e) — ■§■« sin (#/ — 2#) 

ist. Hieraus finden wir, wenn wieder die von 17 abhangigen Glieder im 
Product Ubergangen werden, 

(1 + 2e cos/,) 0 = 0 

und daher wird auch 

(1 + 2c cos>;)tf=0; (1 + 2e cos*/) F= 0 
Es ergiebt sich ferner aus §. 5 (I). dass 

D; = PW cos i; El—PW t eoBi 
wo W und >F, von »/ unabhängig sind, und 

P — e sin i — e sin ig -+• sin (« — e) 
ist. Die Multiplicalion giebt hier wieder in demselben Sinue wie oben 

(1 + 2e cos^)/ ) =0 

woraus 

( I +2e cos »,} = 0 ; ( I +2e cos 7) £7 = 0 
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folgt. Da nun wieder für die betreffenden Glieder ./A=0 ist, so wird 
zufolge (55) auch ( , + 2. cos v ) // = 0 

oder mit Worten : iu der Enlwickelung dieser Function ist kein conslan- 
tes Glied vorhanden. Es ist daher auch 

T (0.«) + cF(0.#) = 0 

Kliminiren wir durch diese Gleichung 7"(0.*) aus dem mit * multiplicir- 
ten Gliede des Ausdrucks (68), so wird der Coefficient dieses Gliedes 

-|r(0^+j»F(0.i)-^(Ö.c)| 

und selzeu wir 

J V(0.«) = r(0. »•) -+- e[i\\i).*) — y V{(). c) 

./V(o. C )=r(o.c)-hycosV F(o.#) 

so geht der Ausdruck (62) Uber in 

- («■ *nO.')+ß&**q>V(0.i)}* (63) 

— ./V(0.c)esin« H- /V(0.«)* cosf 

welcher auch die Form hat, die im Art. 117 verlangt wurde. 



123. 

Bei der Anwendung des in diesem § entwickelten Verfahrens zur 
Verbesserung der mit fehlerhaften elliptischen Elementen berechneten 
Störungscoefficienten braucht man, die Säcularänderungen anbelangend, 
vermittelst der allgemeinen Ausdrucke (52), (54), (56), nur die in Jndz und 
Ju mit «sin« und «cos« multiplicirteu Glieder zu berechnen, da die 
übrigen, kleineren, Glieder durch die eben abgeleiteten Ausdrücke (60), 
(61), (63), sich aus denselben einfach ergeben. Man kann übrigens 
auch diese kleineren Glieder aus den eben genannten allgemeinen For- 
meln berechnen, und durch die zuletzt genannten Ausdrucke prüfen, ob 
man sie richtig berechnet hat. Wenn ausser der Verbesserung der 
Coefficienten der Säcularänderungen auch dit; anderer Störungscoeffi- 
cienten merklich wird , so ist es am Einfachsten, die genannten in Jndl 
und Ju mit t sin « und « cos t mulliplicirlen Coefficienten zugleich mit 
den anderen durch die in dieser Abhandlung erklärten numerischen 
Multiplicationon zu berechnen; sollte aber der Fall eintreffen, dass blos 
die Verbesserung der Coefficienten der Säcularänderungen für merklich 
erachtet werden kann, so wird dieses durch vollständig entwickelte Aus- 
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drucke der Coefficieoten W(0.c), //'((>.«), V'(O.c), F(O.i) geschehen 
können. Ich werde daher diese Entwickelungen ausfuhren. 

Aus dem für T im §. 5 (II) gegebenen Ausdruck folgl mit bioser 
RUcksichlnahme auf die Glieder, die für unsern jetzigen Zweck in An- 
wendung kommen, 

(jf) = —G(\.c) cos(— 1?+«)— G(I.*)sin(— -f- e) 
— ff (4 . c) cos ( 7 + «) — # ( 1 #) sin (jj * ) 

Sei ferner 

Vh-Xh-T= — if(l.e) sin (—//-+-*) + Jf (1.«) cos (— ly+e) 

— N(Q.c)s\ntj + N(0.s) cos >/ 

— iV(1 . c) sin (r t +g) •+• N(J . s) cos (jj +«) 
T_l_f-l_X=--P(0.c)sini ? -|-P(0.*)cosiy 

D = 0 (I . c) cos(— jj-he)— <?(!.*) sin 
Ä(0. cjcos^ — R (0. «} sin tj 

■+•/?( 1 . c) cos ■+•«) — i? ( I . «) sin 
£= S(1.c)sin(— tj+e) ■+- S ( 1 . «) cos ( — Jy-fr-f ) 

-+- T(1 . c) sin -+- T( I . *) cos 

Die numerischen Werthe aller dieser CoefGcienten sind bekannt , wenn 
man die Störungen zweiler Ordnung berechnet hat, da man alsdann die 
numerischen Werthe der CoefGcienten nicht nur von T, sondern auch 
von V, X, D, E kennt. Multiplicirt man nun die vorstehenden Ausdrücke 
nach Anleitung des Ausdrucks (51) mit 

Je = y -+• ß sin « — ey cos * 

Jp=z a — e(i— ftcüs e — sin f 

2y = -« + 2^ 

gSj = - e/i + Ashu + ^eosA 

ro< =A cos* — /* sin # 

wovon die beiden letzten die Ausdrucke (46) und (47) sind, so bekommt 
man, wenn man die Bedeutung, die H'(0.c) und //' (0. *) im Art. 118 
beigelegt worden ist, berücksichtigt, 

//'(0.c)=a j tf(0.c)— P{0.c)\ 

+iß\ G{ \ . c) -//( < . o) + Jf ( 1 . c ) - JV( 1 . cj + 2c [2i>(0.c) -iV(0 .c)] } 

-H«y| G(i .s)-H(\ .8) +Jf (\ .») -N(i .*)} 

-HA j- Q(\.c)+R(\.c) + S(\.<?j-T(i.c)\ 

+ifi j_2e/f((U)-(?(1 ,t)+Ä(4 .#)+S(4 j)-T(M! 
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ff{0.*)=-a| N{0.s)-P(0.s)\ 

+**| G ( ! . c) +H(i . c) +M i . c) +tf(1 . c) | 

+ J-A |- Q(1.*)-Ä(U) + S(l..)+T(l.«)i 

+ i /t | - 2eff(0.c) + Q{ 1 . c) +Ä( 1 . c) - S( 1 .c) - T ( I . c) | 



124. 

Für die Entwickeluog von F(O.c) und V(0.s), deren Bedeutung 
aus dem Art. 121 erhellt, nehme ich zuerst aus dem §. 5 (II) 

— V(1 .*) sin {tj+e) — V(l .c) cos(i^H-f) 

und setze ferner 

*B±1 - + 1(1 cos (-,+.) -1(1 . c) sin (-,+«) 
-*-ß(0.«)cos/; — ß(0.r)smij 

+ Ä(1.«)cos(iy+«) — Ä(1.c) sin (?-#-«) 

J£ . = - C(1 .«) sin ■+• C(1 .c) oos(-^-M) 

— D(0.«)sin?/ -t-ö(O.c) costf 

— D(4.#) sin(ij-i-*) -ft-D(1.c)cog(f7+*) 

-i- = E(1.*)cos(— ^+f) + £(l.c) sin(— 17-1-*) 
-l-F(1.*)cos(ijH-#) +F(4.c) sin^+f) 

wo die numerischen VVerthe der Coefficienlen auch bekannt sind. Mul- 
tiplicirt man diese mit den im vor. Art. angegebenen Factoren nach 
Maassgabe des Ausdrucks (55), so bekommt man 

r(o.*)=«ß(o.*) 

| - f/(l . ,) - V(1 . $) -A ( I .«) -fl(1 .#) - 2«Ä(0.#) } 
-H<yj 0(4 .c) h- F(4 .«) +1(1 .c) +B{*.e)\ 
+±1 j__ C(1.*)— D(1.«)+JE(1.*)+F(1.*)j 

J— 2eD(0.c) + C(4.c)+I)(l.c)— £(1.c) — F(1.c)| 

V'(0.c) = «ß(0.c) 

+iß I ^(M — F (M -M(1.c)— ß(1.c)— 2efl(0.c)j 
-+-Le y | ü(4 .«) — V(1 .«) +l(4.f) — B(1 .*)( 
+i A j- C(1.c)+D(1.c)+F(1.c)-F(1.c)t 
+i A it-8eD(0.«)-C(1.f)-hD{1. •)+£(!.•)- F(1.s)| 
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125. 

Die bis hieher abgehandelte Verbesserung derStörungscoeflicienten 
ist nur einTheil der ganzen Verbesserung, indem noch die Verbesserung 
zu berücksichtigen ist, die ./n in den Integrationsdivisoren bewirkt. 
Diese muss hier ein wenig anders ausgeführt werden, wie die im 
Art. 56 (II) erklärte, . die von dem Unterschiede zwischen dem oscu- 
lirenden und dem wahren Werlhe der mittleren Bewegung herrührte. 
Wahrend dort zwischen dem n 0 der Zahler und dem n der Nenner 
unterschieden werden musste, muss hier dieser Unterschied wegfallen, 
oder es müssen mit anderen Worten die Inlegrationsdivisoren grade so 
genommen werden, wie sie in der Berechnung der Störungscoefficienten 
angewandt werden. Nennen wir daher wieder im Allgemeinen F die 
Function, deren Integral wegen Jn zu verbessern ist, so muss die 
Variation von 

fFde = . £ sin {(i - »»« +A\ - cos (« - ,»« +A} 

angewandt werden, und diese wird 

jfFdt = <p(i,t)fFd* 

wo 

»W T^JTT 

ist, und sich, abgesehen von dem Werlhe von ./n, von der a. a. 0. 
mit f[i,i') bezeichneten Grösse blos dadurch unterscheidet, dass i'p 
statt t im Zahler enthalten ist. Es sind nun die Ausdrücke des Art. 56(11) 
für - //' i 1 ! ) , etc. mit der Abänderung anzuwenden, dass darin <p{i,t) 
statt /Ym) substituirt werden muss. Setzt man daher hier 

*m - (m *w + cn)»(->'.'i + GS*©*-«.*) 

JS(i,t) m S (i,.-) 

so worden die Verbesserungen 
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. Jndz = ZJR{iS,c) sin {(»-•»« +A) - l'JR ix ,»',«) cos {(• A} 
Jp ={2./S{i,i,c)co8{(i-ifi)e+A} +t2JS (i,t,*) sin {(i— »»e+AJ 
- — = XJY(iJ,i) sin ((*-»»* +4) -+- 2' yr(t.i',s)cos{(i— »»« +A} 

cos • 

126. 

Ich komme jetzt zur Anwendung des vorhergebenden Inhalts die- 
ses § auf unser Beispiel. Aus den in) Art. 109 gefundenen Verbesserun- 
gen der unscrm Beispiel zu Grunde gelegten osculirenden Elemente 
ergab sich in der Bedeutung der Artl. 1 1 8 und 111,*) 

log« = 6.4303; log/?= 6.3528; logy= 7. 1 446n 

logA = 4.625n; log/*=5.433; 

und hieinit erhalt man 

M =- {7.1 446) 2 (6.051 8) siu* + 2 (5.7724) cos « 
Jv= (6.3983) - 2 (6.051 8)cos« + 2 (5.7724) sin * 
2^=— (6.3638) 

^«=_ (4.362)- 2(4.324)sin« + 2(5.132)cos* 
^J« — 2 (4.324) cos* — 2 (5. 1 32) sin * 

Durch den Ausdruck (48) ergab sich 

Jl = (5.6528) 

und durch (53) 

(5.281 6) — 2 (6.051 8) cos* 

In diesen Ausdrucken sind die in Klammem eingeschlossenen Zahlen die 
Logarithmen der Coefßcienten, und alle sind in Theilen des Radius 
angesetzt. 

i27. 

Die numerischen Werthe der Facloren , mit welchen die eben be- 
rechneten Functionen multiplicirt werden müssen, sind alle im Vorher- 
gehenden entweder ohne Weiteres enthalten, oder können durch ein- 
fache Additionen daraus erhalten werden, ich lasse daher sogleich die 
für den Ausdruck (51) erforderlichen Producle folgen. 



•) Wegen des geringen Betrages von Jd in diesem Beispiel durfte hier J% =Jn 
gesetzt werden, während J X =Jn - Ssiu** i. Jd ist. 
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Ueberhaupl weiter zu gehen wie bis t =4 hielt ich in dieser Rech- 
nung für unnothig, da die Verbesserungen der Slörungscoeflicienten, 
mit Ausnahme derer, die den kleinsten Divisor erhalten, ersichtlich 
sehr klein ausfallen werden. 

Aus den vorstehenden Werthen ergab sich durch Addition und 
Integration 
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+0.001 




+ 0.006 


—0.011 




-0.356 


+0.003 




-0.003 


+0.074 




+ 0.032 


+0.007 


3,-4 


+0.074 


—0.050 




—0.100 


+ 0.022 




-0.019 


+0.013 


2,-2 


+0.178 


+0.081 




-0.144 


+0.119 


-0.041 


-0.045 


4,-i 


-0.076 


-0.012 




-0.468 


-0.287 




+0.022 
+0.096 


+0.005 
+0.011 
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128. 

Die noch ftlr Jndz nach (52) erforderlichen Producte sind die 
folgenden : 





/ tl IV 

\ dm 

\ ^ 






Wk 


• •* 

«,» 


COS 


sin 


cos 


sin 


cos 


# 

sin 


0,0 


— 0.0o146 




0705790 




0'09086 




A A 

0,0 


■ A AHAJ 1 a> 

+ 0.0002*« 








-#-0 00000 £ 




in 
1,0 


— II. 512.) 


+ 0. 1 Z* 


+ 0.207 


+0.163 


+0.012 


+07013 


1,0 


— o.oo Jo 1 e 


A AA HO. 
0 . 00 1 12« 


0.00020« 


+0.00065« 


—0.00001 « 


+0.00005« 


.) A 

2,0 


+ 0. % 94 


+ 0.01 7 


- 0.131 


—0.027 


—0.091 


-0.075 


z,u 






—0.00006« 


—0.00034 c 


+0.00009« 


-0.00029« 


—1,-1 


. A A 1 t 

-♦-U.Ol* 


A A I A 

— 0.010 


+0.001 


+0.002 


0.000 


0.000 


0,-1 


A AA A 
0.000 


■ A A A i 
+ 0.001 


U.UUU 


A A AH 

— u.uuy 


A AA1 


A A AU 
— U . 0 V O 


1 J 

1,-1 


A A TO 
0.0 /.J 


+ 0.025 


+0.006 


+0.017 


0.000 


+0.001 


2,-1 


-4-0.007 


+0.009 


-0.007 


-0.007 


-0.003 


—0.008 


3,-1 


—0.005 


0.000 


0.000 


0.000 


0.000 


0.000 


0,-2 


-4-0.016 


4-0.010 


+ 0.004 


+0.001 


+0.007 


—0.006 


1,-2 


-1-0.014 


-0.014 


+0.033 


+ 0.002 


+0.028 


-0.020 


2,-2 


—0.292 


—0.404 


— 0.OG6 


+0.042 


+ 0.002 


—0.003 


3,-2 


| —0.020 


+0.037 


+ 0.020 


—0.038 


+ 0.028 


—0.020 


0,-3 


-0.014 


—0.031 


+0.002 


+0.003 


-0.006 


+0.003 


1,-3 


j -0.0806 


-0.0437 


-0.0747 


-0.0426 


-0.0799 


+0.0005 


2,-3 


! —0.004 


+0.938 


+0.168 


—0.004 


+0.003 


0.000 


3,-3 


1 -1-0.023 


+0.030 


-0.066 


+0.049 


-0.079 


0.000 


4,-3 


j +0.006 


+0.001 


-0.007 


-0.001 


-0.004 


-0.003 


1,-1 


0.000 


0.000 


0.000 


0.000 


—0.002 


0.000 


2,-4 


j —0.003 


+0.013 


+0.005 


—0.004 


— 0.001 


— 0.003 


3,-4 


— 0.051 


+0.019 


0.000 


+0.011 


—0.002 


+0.001 


4,-4 


| +0.028 


+0.012 


1 -0.002 


-0.008 


-0.001 


-0.003 



und die für Jv nach (54) erforderlichen die folgenden : 















sin 


—cos 


sin 




. sin 


—cos 


0,0 
1,0 
1,0 

2,0 

-1,-1 
0,-1 

•,-J 

2, -1 

3, -1 


+0:056 
0« 
| -0.002 
+ 0.001 
0.000 
-0.016 
1 +0.001 
| +0.002 


+ OT00424 
-0.026 

0« 
+0.003 

— 0.001 

— 0.001 1 
+0.006 

0.000 
0.000 


+07986 
+ 0.00361« 
-0.002 
+0.011 
—0.004 
+ 0.097 
— 0.002 
+0.004 


+0:03355 
-1.129 
+0.00112« 
+ 0.008 
-0.008 
+0.008 
-0.033 
—0.003 
0.000 


-0:217 
+0.00022« 
+0.007 
+0.002 

0.000 
-0.005 

0.000 

0.000 


+0:00001 

-0.179 
-0.00070« 

+0.001 

+0.003 

0.000 

-0.014 
0.000 
-0.001 
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A Q 

0,-2 


■+•0. UU* 


A"AA 1 

— U.UU 1 




_i_n"nl •} 
t-u.u l •> 


— u.uuz 


■ ft'nna 
-f- U.UUZ 










-4-0 056 


: +0.007 


— 0.006 


2 —2 

3 —2 


+0.044 


+0.068 


! +0.268 


+0.378 


+0.079 


— 0.056 


-1-0 002 


—0.004 


1 —0.001 


+0.002 


0.000 


0.000 


0,-3 


-0.002 


+0.00« 


-o.ou 


-0.029 


+0.006 


-0.003 


3 


-|-0.026< 


+0.0224 


—0.0251 


-0.0259 


+0.0012 


-0.0005 


»,-3| 
3,-3 


-1-0.004 


+0.025 


— 0.002 


—0.957 


-0.182 


0.000 


-»-0.021 


—0.026 


+0.046 


-0.060 


-0.013 


-0.010 


4,-3 


-0.002 


-0.001 


+0.002 


0.000 


0.000 


0.000 




0.000 


+0.008 


+0.002 


—0.022 


—0.004 


—0.001 


3,-4 


-1-0.015 


-0.007 


+0.045 


-0.015 


—0.003 


-0.009 


4,-4 


-0.012 


-0.004 


-0.022 


-0.008 


-0.002 


+0.005 



Hieraus ergeben sich durch die Ausdrücke (52) und (54) die folgenden 
Verbesserungen der Störungscoeflficienten : 





JnSz 


j. 


sin 


cos 


cos 


sin 


0,0 




-0M518« 


-0T000I l£ 




1,0 


-0:70 


-1.30 


+ 0.38 


-o:e7 


1,0 


+0.00444 £ 


-0.00753« 


-0.00222« 


-0.00377« 


2,0 


—0.03 


+0.07 


0.00 


+0.01 


2,0 


—0.00005« 


+0.00031« 






0,-1 


+0.01 


-0.01 


0.00 


0.00 


1,-1 


-0.12 


-0.19 


+0.04 


-0.07 


0,-2 


+0.01 


+ 0.02 


+0.15 


-0.09 


1,-2 


— 1.05 


H-0.02 


+0.26 


+0.01 


2,-2 


—0.52 


+0.47 


+0.31 


+0.24 


3,-2 


+0.03 


0.00 


0.00 


0.00 


0,-3 


—0.05 


+0.02 


-0.04 


—0.01 


1,-3 


-5.80 


+2.77 


-0.31 


-0.22 


2,-3 


+ 1.22 


-3.29 


-0.61 


-1.61 


3,-3 


-0.10 


-0.03 


+0.03 


-0.07 


1,-4 


0.00 


+0.02 


0.00 


-0.01 


2,-* 


+0.01 


-0.22 


+ 0.01 


-0.08 


3_4 H -0.09 


-0.07 


+0.06 


-0.05 


1,-4 


+0.03 


0.00 


-0.02 


0.00 



Die Söcularimderungen der vorstehenden Ausdrücke habe ich voll- 
ständig durch die allgemeinen Ausdrücke mil den anderen CoetTicienlen 
zugleich berechnet. Man kann sich leicht davon überzeugen , dass sie 
den Bedingungen, welche durch die Ausdrücke (60) und (61) ausge- 
drückt sind, so nahe wie möglich gnügen, indem nur Unterschiede von 
Einer oder höchstens zwei Einheiten in der letzten Decimale übrig 
bleiben, wenn man diese Bedingungen auf sie anwendet. 
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Da die Verbesserungen der Coefficienten der übrigen Störungen 
so klein ausgefallen sind, so habe ich nicht für nöthig erachtet, die Ver- 
besserungen der Breitenstörungen zu berechnen. Bios die Verbesserung 
der Coefficienten der Sacularflnderungen habe ich nach den Ausdrücken 
des Art. 124 und des Ausdrucks (63) berechnet. Jene Ausdrücke geben 

F(0.*) = -1-0:00102; V(0.c)*m + 0:0 1085 
und da die erste Aunäherung 

V(O.ä) = +■ 1:3839 ; F(O.c) = +7!8569 
gegeben hat, so folgt aus (63) 

-^- = -0^00133« 

COS I 

— 0:00893 f sin« -h 0.0 1201 e cose 

Ich bemerke noch, dass man sowohl in diesem Ausdruck für /In, 
so wie in denen des vor. Art. für Jndz und Jv der Kleinheit der 
Coefficienten wegen ausserhalb der Sinus - und Cosinuszeichen ohne 
Weiteres nt für e setzen darf. 



130. 



Durch die Ausdrücke des Art. 125 habe ich ferner die von der 
Verbesserung der Integrationsfactoren herrührende Verbesserung der 
Störungscoefßcienten wie folgt gefunden : 





Jndz 


Jv 


Ju 

cos i 


sin 


cos 


cos 


sin 


sin 


cos 


o, 


-2 


+0:01 


+o:oi 


o:oo 


o:oo 






1, 


-2 


—0.23 


—0.24 


+ 0.03 


—0.02 






2, 


— 2 


—0.25 


—0.17 


+0.H 


—0.09 






o. 


—3 


+0.18 


+ 0.08 


+0.10 


— 0.05 


+o:oe 


-0:03 


1, 


-3 


+ 10.43 


+ H.97 1 


+0.43 


-0.19 


-0.04 


-0.07 




—3 


—6.19 


+ 0.01 


+3.12 


0.00 


+0.36 


+0.87 




—3 


+0.15 


—0.01 


—0.01 


—0.01 






2, 


-4 


+0.01 


0.00 


+0.01 


0.00 






3, 


-4 


+0.01 


-0.02 


-0.01 


-0.02 






2, 


-5 


+0.08 


+ 0.01 


—0.01 


0.00 






3, 


-5 1 


0.00 


-0.05 


0.00 


-0.02 






4, 


-5 


0.00 


0.00 


0.00 


0.00 






2, 


-6 1 


-0.38 


-0.04 


-0.01 


0.00 






3, 


-6 


+0.02 


-0.09 


-0.01 


-0.05 







Addirt man diese zu den vorhergehenden , so stehen die ganzen Ver- 
besserungen wie folgt : 
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//ndz 








COSi 




sin 


cos 


cos sin 


sin 


cos 


0,0 
4,0 
1,0 
2,0 
2,0 


-0?70 
+0.00444«/ 
-0.03 
-0.00005«/ 


-on 518«/ 

-1.30 

—0.00753«/ 

+0.07 

+0.00031«/ 


[-0:00011«/ 
+0.38 
—0.00222«/ 
n nn 


-0:67 
—0.00377«/ 

. (1 Ai 

■T- U.U1 


-0T00893«/ 


— 0:001 33n/ 
+0.01201«/ 


0,-1 
4,-4 


+0.01 
-0.12 


-0.01 
—0.19 


0.00 

+0.04 


0.00 
-0.07 






1, -2 

2, -2 

3, -2 


+0.02 
-1.28 
-0.77 
+0.03 


+0.03 
-0.22 
+0.30 
0.00 


+0.15 
+0.29 

TV. MI 

0.00 


—0.09 
-0.01 

0.00 






u, •> 

1, -3 

2, -3 

3, -3 


+0.13 
+ 4.63 
—4.97 
+0.05 


+0.10 
+ 14.74 
—3.28 
—0.04 


+0.06 
+0.12 
+2.51 
+0.02 


—0.06 
-0.41 
-1.61 
—0.08 


+0.06 
-0.04 
+0.36 


—0.03 
-0.07 
+0.87 


1, -4 

2, -4 

3, -4 

4, -4 


0.00 
+0.02 
—0.08 
+0.03 


+0.02 
-0.22 
—0.09 
0.00 


0.00 
+0.02 
+0.05 
-0.02 


—0.01 
—0.08 
—0.07 
0.00 






2, -5 

3, -5 


+0.08 

0.00 


+0.01 
-0.05 


-0.01 
0.00 


0.00 
-0.02 






2, -6 

3, -6 1 


-0.38 
+0.02 


—0.04 
—0.09 


—0.01 
-0.01 


0.00 
-0.05 







Hiebei ist noch die Verbesserung der willkührlichen Constanten zu 
berücksichtigen, die, wie schon oben erwähnt, genau so ausgeführt wird, 
wie die früheren analogen Bestimmungen. Es fand sich diese: 

k = + 0:77 
^= — 5.32 
fc 2 = — 3.00 
c — c 0 = + 3.0 

und hiemit geht die Abtheilung der vorstehenden Tafel , die von t = 0 
abhängt, in die folgende über: 



1 


Jtuh 


Jp 


sin cos 


CHS 


sin 


0,0 




-0'35 




0,0 


-0.000 11«/ 




1,0 


— (i-00 +1T70 


, +3.04 


+0:83 


1,0 


+0.00444«/ —0.00753«/ 


—0.00222«/ 


— 0.00377«/ 


2,0 


+ 0.08 1 +0.12 


0.00 


+ 0.01 vi 


i 0 


—0.00005«/ f +0.00031«/ 
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uod es bekommt ausserdem die mittlere Anomalie g den Zuwachs: 

+ 3:0 -hü:0035< 
wo wie früher der mittlere Sonnentag die Einheit von t ist. 

131. 

Es ist schliesslich noch die vom Mars bewirkte Ungleichheit langer 
Periode wegen der Verbesserung von n zu berichtigen. Hiefür werde 
ich den betreffenden Divisor neu berechnen. Dem Vorhergehenden 
zufolge ist der berichtigte Werth der wahren mittleren täglichen 
Bewegung „ = 857:9364 

hieraus folgt für den Mars oder 

p = 2.199002 

und 

II — 5^ = + 0.004690 

hieraus und aus den übrigen im Art. 24 (II) berechneten numerischen 
Wcrthen erhallen wir für dieso Ungleichheit 

ndz = + 1 1 T90 sin { (11 — 5/*)« — 5 (c — pc)} 
-h 26.33 cos{(1 1 — 5/t)e — 5 [c — ftc)} 

Es wäre nun noch für die Egeria zu ermitteln, ob von den Ungleichhei- 
ten langer Periode, die in ihren Argumenten die Anomalien zweier stö- 
renden Planeten enthalten, und deren Berechnung in den Artt. 87 u. f. 
erklärt worden ist, einige merklich werden. 

Ich habe mehrere von diesen untersucht, aber keine merkliche, 
oder wenigstens nur sehr kleine Coefficienlen gefunden, die ich hier 
Ubergehen werde. 

132. 

In aller Strenge müsste man mit den in diesem § gefundenen Ver- 
besserungen der Störungscoefficienten die Berechnung der Unterschiede 
zwischen dem der Rechnung ursprünglich zu Grunde gelegten System 
von osculirenden Elementen und den genaueren im vor. § angewandten 
Systemen wiederholen, allein da die Verbesserungen , die hieraus her- 
vorgehen, voraussichtlich sehr uubedeutend sein werden, so unterlasse 
ich es, und stelle sogleich das ganze erhaltene Resultat zusammen. Die- 
ses besteht aus der Summe der im Art. 94 und 130 erhaltenen Glieder, 

Abh.ndl. d. K. S. Gc». «I. WiM. VII. 
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uud ist, nachdem man in den Säcularänderungen für n den in Theilen 
des Radius ausgedrückten Betrag der wahren mittleren Bewegung wah- 
rend eines Julianischen Jahres substituirt hat, das folgende: 



g= 19° 37' 51:7 + 857:9364 (/.365,25) — 0:432*» 

und 





ndz 


V 


« 

cosi 




! 

sin 


cos 


cos 


sin 


sin 


cos 








— 2K87 






+5:72 


0,0 


! 




+0.07895/ 
+0.533/» 






— 0- 46496/ 
+ 2- 124/; 




.+820:80 


-677:90 


-409.85 


—338:40 


-4 4 4H7 


—22.08 


t,0 


-1.79225/ 


-4.66557/ 


+0.89945/ 


-2.33220/ 


-44.99471/ 


+2.12967/ 




( -40.234 /; 


+2.206/« 


+5.444/; 


+ 4.101/; 


-4.848/; 


— 10.679/; 




j -49.68 


+ 13.50 


+ 4.64 


-0.4 4 


-0.52 


-0.21 


2,0 


-1-0.02700/ 


+ 0.09110/ 


+0.00465/ 


-0.00360/ 


—0.04979/ 


+ 0.02453/ 




( -i-o.ot6/; 


+0.157/» 


1 +0.085/; 


+0.062/» 


+0.553/; 


+ 4.080/; 




+0.10 


—0.08 


, —0.05 


—0.09 


—0.02 


—0.04 


3,0 


+0.00023/ 


+0.00020/ 


+0.00047/ 


—0.0001 1/ 


-0.00032/ 


+0.00044/ 




( +0.005/« 


-0.002/; 


+0.005/; 


+0.002/; 


+0.012/; 


+0.023/; 


—2,-1 


+0.30 


-0.18 


+0.24 


+0.04 


+ 0.08 


+0.04 


-4,-4 


\ -3.31 


+5.93 


— 2.00 


—3.72 


+2.4 2 


+3.03 


\ +0.00252/ 


+0.00226/ 


+ 0.00166/ 


-0.00146/ 








\ +20. 45 


— 42.36 


+2.44 


-4.04 


+ 40.47 


+5.98 


0,-1 


l +0.00371/ 


+0.00257/ 


+0.004 4 9/ 


-0.00085/ 






4,-1 


| +39.90 


-116.02 


— 13.96 


— 40.64 


-7.98 


-5.06 


1 —0.00184/ 


—0.004 12/ 


+0.00075/ 


— 0.00055/ 








( +0.20 


+2.09 


—0.62 


+ 0.04 


-5.08 


—0.74 


2,-« 


l -0.00216/ 


-0.00043/ 


+ 0.004 4 4/ 


— 0.00027/1 






O, — 1 


— 0.03 


—0.76 


0.00 


—0.65 


+0.45 


—0.04 


* , — 1 


+ 0.01 


+0.04 


-0.04 


+0.02 


+0.02 


0.00 


-2,-2 


+ 0.02 


-0.01 


+0.02 


—0.01 


+0.03 


0.00 


-1,-2 


-0.25 


+0.49 


+0.02 


-0.58 


-0.05 


+0.16 


0,-2 


r +h. m 


+ 12.67 


+5.90 


—6.45 


+8.94 


-4.48 


1 +0.00843/ 


—0.00519/ 


+0.00334/ 


+0.00202/ 






i 


/— 177.64 


-167.37 


+ 44.64 


-38.92 


- 12.85 


+4 4.59 


\ +0.02551/ 


-0.01799/ 


-0.00339/ 


-0.00249/; 








f— 190.08 


— 4 32.82 


+ 413.42 


-79.54 


-5.43 


+3.89 


2,-2 


1 —0.00419/ 


+0.00630/ 


+0.00222/ 


+0.00325/ 






3,-2 


I +3.26 

l -0.00075/ 


+3.45 


+0.77 


+0.44 


+0.52 


-0.90 


+0.00272/ 


+0.00032/ 


+0.00422/ 






4,-2 


+0.30 


+0.08 


-0.23 


+0.08 


-0.04 


+0.03 


-1,-3 


+0.41 


+0.25 


-0.04 


—0.05 


-0.02 


+0.06 




( -18.74 


— 40.28 


— 10.99 


+ 5.84 


—6.49 


+4.06 


0,-3 


\ +0.00439/ 


+0.00067/ 


+ 0.00179/ 


—0.00094/ 


+0.00702/ 


+ 0.02212/ 


1.-3 


f-622.59 


-638.26 -48.44 


+ 49.74 


+2.70 
-0.04665/ 


+ 42.42 


\ -0.02913/ 


-0.57196/! -0.00272/ 


+0.04672/ 


-0.00287/ 
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* 3 l 


(+744"30 


-2"61 


-358" II 


-IT75 
+0.03086/ 


—38:66 


-94*14 




\ +0.01768* 


+0.06260/ 


—0.00860/ 


—0.00149/ 


+0.02569/ 


3,— 3 


f^+3.92 


—14.83 


-13.36 


-10.37 


—0.69 


— 1.04 


l -0.00349/ 


-0.01033/ 


+0.00143/ 


-0.00369/ 


-0.02019/ 


—0.00438/ 


4,-3 


( —0.42 


+ 0 04 


—0.11 


-0.30 


+0.20 


-+-0 21 


\ —0.00020/ 


+ 0.00003/ 


1 +0.00017/ 


-0.00017/ 


-0.00090/ 


+0.00060/ 


5,-3 


1 —0.07 


*+0.10 


+ 0.06 


+0.09 


* 




U, — 4 


n 9Q 
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Es bedeutet liier / das Julianische Jahr und 

'i ~ 100 

Zu den vorstehenden Gliedern kommt noch die im Art. 131 be- 
rechnete vom Mars bewirkte Ungleichheit langer Periode, sowie die im 
Art. 59 (II) gegebenen vom Saturn und Mars verursachten Ungleich- 
heiten, mit Weglassung jedoch der von t'=0 abhängigen Glieder, da 
diese schon den vorstehenden einverleibt sind. 

Es ist ferner noch zufolge des Art. 94 hinzuzufügen : 

1) wenn man die Ekliptik zur Fundamentalebene wählt, 

T= -1-0:00382/ 

j a u= o:ooo/? 

— 0:07 U] sin f •+- 0:0 1 2 Ij cos f 

2) wenn man den Aequator zur Fundamentalebene wählt, 

r= + 0:00459/ 

<j,« = -i-o:oi2/f 

-l- 0:824/* sin « — 0"A 1 5 1\ cos * 
wo / und /, dieselbe Bedeutung haben wie oben. 

§. 10. Verwandchmg der von osculirenden Elementen abhängigen 
Störungen in solche, welche von den mittleren Elementen abhängen. 
Bestimmung der mittleren Elemente. 

133. 

Mit den im vor. § erhaltenen Störungen kann die Berechnung der- 
selben als beendigt angesehen werden, da sie den Bedingungen der 
Aufgabe vollständig gnügen , und es könnten dieselben ohne Weiteres 
in Tafeln gebracht werden. Allein es hat nicht nur Interesse, sondern 
es ist auch nützlich die Störungen kennen zu lernen, die den mittleren 
Elementen entsprechen, und ich werde daher zeigen, wie diese aus 
jenen erhalten werden können. Die den mittleren Elementen ent- 
sprechenden Störungen sind in ihrem Gesammtbetrage jedenfalls die 
kleinsten , folglich immer kleiner wie jene, und daher die Anwendung 
derselben die vortheilhafteste. In unserem Beispiel ist der Unterschied 
nicht uubelrächtlich , da in dem Ausdruck fllr ndz die Coefßcienten 



Digitized by Google 



Methode zur Berechnung der absollt. Störungen der kl. Planeten. 309 



+820:80 und —677:90 und in dem von u die Coefficicnlen — I I IM7 
und —22:08 des Arguments 1,0 ganzlich wegfallen, und im Ausdruck 
ftlr v statt der Coefficienlen —409:85 und —338:40 desselben Argu- 
ments sehr kleine Cocfßcienten eintreten, während alle übrigen Störungs- 
coeflicienten sich nur sehr wenig andern. 



Nennen wir wie vorher die Elemente, auf welche sich die als ge- 
geben angesehenen Störungen nSz, v und c " s { beziehen, c 0 , Oq, <r 0 , tt 0 , i 0 . 
d 0 und beziehen die Elemente, welchen die gesuchten Störungen nd(z), 
(p) und^. angehören sollen, mit (c), (o), (<p), fa), (*), (o). Es ist nun für 
die allgemeine Auflösung unserer Aufgabe gleichgültig, ob diese letzt- 
genannten Elemente mittlere sind oder nicht, nur muss jedenfalls vor- 
ausgesetzt werden, dass die einzelnen Elemente dieser beiden Systeme 
nur um Grössen von der Ordnung der störenden Kräfte von einander 
verschieden sind. Aus dem Umstände, dass v und r ideale Coordinalen 
sind, folgt schon, dass aus jedem der beiden genannten Elementen - 
Systeme und den denselben entsprechenden Störungen stets dieselben 
Werthe von v und r hervorgehen müssen, und wir haben daher fürerst 
den beiden folgenden Systemen von Gleichungen Gnüge zu leisten, 

nt ■+■ c Q -h ruh = f — *> 0 sin# ; n/ -|- (c) -md(:) = (*) — (e)sin(f) 
r cos f = o 0 cos f — <i 0 e 0 ; (r) cos {[) == (a) cos [$) — (a) (e) 
r sin f = o 0 cos <p 0 si n e ; (r) sin (/) = (o) cos (tp) sin (#) 



in welchen dem Vorhergehenden zufolge jedenfalls n der wahre Werth 
der mittleren Bewegung ist. 



Da wir in der Ermittelung von nö(z), (v) f etc. die Guben und höhe- 
ren Potenzen der störenden Kräfte übergehen werden , so können wir 
die vorgegebene Aufgabe leicht durch Hülfe des auf mehrere Veränder- 
liche ausgedehnten Taylorschen Theorems lösen. Sei zu diesem Zwecke 



134. 



,' = / + 7r 0 
r«r(i-H 

a 0 3 « 0 J = fe l (l+m) 



r -«(!+«) 



135. 
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Jndz = ndiz) — nfiz 
Jc= (c) — c 0 

h = (v>) — 
h= ix) — tt 0 

dann wird, da ersllich bei der Anwendung des einen oder des andern 
der obigen beiden Systeme von Ausdrücken v stets denselben Werth 
erhalten muss, 

wo g=ni+c 0 ist. Aus dieser Gleichung bekommt man mit bioser Rück- 
sicht auf die Glieder erster Ordnung 

(£) 

Jndz +Jc = — W Ja *=- J X 

C) Q 



woraus 



U/ \dg) \dg) 

folgt. Durch die Substitution dieses Ausdrucks in die vorstehende 
Gleichung zieht man aus derselben 

Jndz = - Je - J<? — yLrJz 

m (s) 

I (dlp) {dgjuf) (jg). (df) (dv) 

wo ich der Kürze wegen /* statt /' geschrieben habe. Die Coefficienten 
dieser Gleichung können für den Zweck ihrer Entwicklung auf ein- 
fachere Ausdrücke hingeführt werden; setzt man 

II _ \ßw k — ' 

W (dg) 
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dann ergiebt sich ohne Mühe, dass 
fndz = —Je — UJtp — KJ X 

wird. 

136. 

Wenn wir fortwährend zur Abkürzung /' statt f, r statt r, a, <p, etc. 
statt o 0 , y 0 , etc. schreiben, so ist 

und hieraus folgt 

a cos y v » * ' a ( 



cos <f 

woraus durch Zuziehung der Gleichungen 

(dr \ ae sin f / dr \ e 
55?! (^) = -«cosycos/- 

die folgenden Ausdrücke erhalten werden . 

/dÄ\ 8ra sin f 

V «ty / n cos V 

Alle diese Ausdrucke können auf endliche Functionen der excentrischen 
Anomalie hingeführt werden, und man findet durch die betreffenden 
Substitutionen leicht 

H = S i n f _ S i n g f 

COS <f * cos y 

A = scosV"^7 C0Sf " l "T^T COs2<t 

COS* 



(2) = 
(*)- 

V dg f cos if 

= 3^4* ~rr cos # -I- 5-^- cos 2* 

V <fy / * cos '</ cos V i cos V 



cos 9 COS If 

l^o7V" Sm *" H »^V S,n ^ 
sin* 



Digitized by Google 



312 H.A.Hansen, 

vermittels! welcher der Ausdruck für Indi des vor. Art. in den fol- 
genden übergeht : 

Jndz = — Je 

- | TO? - cos * + cos 2* J . i X 

+ sin '-»-«coT«v sin2f -rJ s v sin3 4^ 2 

in welchem allenthalben t statt §, e 0 und </„ statt e und 91 gedacht 
werden muss. 



137. 

Setzt man ferner 

Jr = (r) - r 

/a = (a) — a 0 
Jn = n — « 0 

dann giebt die Bedingung, dass auch r durch die Veränderung der Ele- 
mente seinen Werth nicht andern darf, 

(r) (4 

folgt. Aber bis auf Grössen dritter Ordnung ist 

~ = ^/ log r -1- f log r ) 8 

und hiemit wird 

^ = _.yiogr+i(,/logr)' 

Da nun wegen a 0 :l w 0 2 = k ! (l + m) 

log r = log fc* (1 + m) — f log n 0 -1-2 log cos (p 0 — log {1 ■+• e 0 cos/") 

wird, so stellt sich log r als Function von t^, (p 0 oder e 0 , und fdar. Aber 
vermöge der hier stattfindenden Gleichung Jv=0 wird 

da r = / -l-'T 0 ist, und es wird daher 
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und hieroit 

wo ich wieder zur Abkürzung r, f, y, etc. stalt r, /T«jp 0 , etc. geschrieben 
habe. • 

Die Differentiation des obigen Ausdrucks für log r giebl 

(d log r\ So r cos f 

d<f ) cos (f a cos (f 

( d log r \ «rsinf 
d( ) — aco» » v 

/(flogr\ * ercosf , r»cog'/ 

\ <iy* / cos*^ "*" acos'y a' cos V 

dtf dj) a cos y a* cos *y 

/dMoRr\ er cos f e*r*s\n*f 

\~dj r ~) ~~ a cos V o* oos 4 g> 

Substituirt man diese Ausdrücke und führt wieder die excentrische 
Anomalie ein. so erhält man 

; iv =1^ -|- (_• — | — — cosf i Jw H- ~ sin e . Jv 

< +y »i» ^( cos y ^cos y J ^ ^cos y * 

-nTj + i8^ + 8cosy COSe k^- , -8^ S,Q «-T^ 

+ f i4o^ + i^osV C ° S 4 ^ ,H - cÖs siD ■ • ^ 4r 

+ ji^ - C0Se | J * (65) 
wo wieder *, e 0 , y 0 , statt #, e, (p gedacht werden muss. 



138. 

Für die Verwandelung der Breitenstöningen ist an sich klar, dass 
sie auch so ausgeführt weiden muss, dass die Breite des Planeten Uber 
der Fundamentalcbene oder die auf dieser Ebene senkrechte Coordinate 
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desselben nichl dadurch geändert werde. Nun hat mit Zuziehung der 
gegebenen Elemente diese Coordinate den folgenden Ausdruck 

r sin b = r sin i 0 sin (v— 0 O ) + (1 •+• v) u 
und mit Zuziehung der gesuchten Elemente ist 

» sin b = rsin (i) sin (v— (<*;) -+- (o) (1 («) 
und es müssen also die rechton Seiten dieser beiden Gleichungen gleich- 
wie die linken einander stets gleich sein. Setzt man nun 

so geben die vorstehenden Gleichungen 

./u = -~ sin t 0 sin (v — 0 O ) — ^ sin (t) sin (v — (o)) 

oder wenn man die Anomalie f durch die Gleichung v=f+rr 0 einführt, 

Ju = £ sin » 0 sin ;r 0 — 0 O ) — £ sin (t) cos ((o) — 0 O ) sin (f H- rc 0 — Ö 0 ) 

+^sin(t) sin ((o)— 0 O ) cos (/> rc 0 — 0J 
Fuhrt man die excentrische Anomalie in diesen Ausdruck ein, und setzt 

sin (t) sin ((o)— 0 O ) = /?cos i 0 

sin (i) cos ((<*)— 0„) = y cos i 0 -h sin i 0 
so geht sie in die folgende Uber 

(66) Ju = — e 0 \ß cos (tt 0 — 0„) — r sin (tt 0 — 0 ft ) ] cos t 0 

-t-[/?cos (tt 0 — 0^) — y sin (tt 0 — 0 o )jcost o cos« 
— \ß sin (rc 0 — 0 O ) ■+■ ycos(n 0 — öj| cos i 0 sin* 
welche /? und y giebt, wenn </m gegeben ist. Aus /? und y erhalt man 
durch die vorhergehenden Gleichungen, oder durch deren Entwickelung 
(t)und(a). Da diese Gleichungen denen im Art. 105 angewandten analog 
sind, so können wir ihre Entwickelung sogleich hinschreiben. Es wird 
dem angezogenen Art. zufolge 

welchen ich sogleich die Ausdrücke für die Länge des Perihels (ri) und 
die des Knotens (0) hinzufüge, die schliesslich angewandt werden müs- 
sen. Derselbe Art. giebt 
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wo Jr noch zu bestimmen ist. In der Anwendung wird man gewöhn- 
lich mit den folgenden Ausdrücken ausreichen, 

(*) = (*) + 2 sio*iUM-«i) 

(*)-(*) +wu((*)-<g 

die aus den vorhergehenden hervorgehen, wenn man darin die Glieder 
zweiter Ordnung ubergeht. 

139. 

Die vorliegende Aufgabe verlangt eigentlich ursprünglich, dass 
sowohl die Länge / wie die Breite b des Planeten auf der Fundamental- 
ebene , und der Radius Vector r durch die Einführung des neuen Ele- 
mentensystems unveränderte Werthe behalten, und im Vorhergehenden 
haben wir auch sowohl die Variation von r wie die von r sin 6 gleich 
Null gemacht, woraus folgt, dass auch die Variation von b gleich Null 
gemacht worden ist. Statt der Variation von l haben wir aber die von 
v gleich Null gemacht, und es ist daher noch übrig, auch die von / gleich 
Null zu machen, diese Bedingung wird die im vor. Art. eingeführte 
Grösse JT bestimmen , die nur von der zweiten Ordnung sein kann. 
Die Gleichungen, die wir dazu anwenden wollen, sind die (21) (1), und 
es ist an sich klar, dass wir die dritte derselben hiefür nicht brauchen, 
indem die im Vorhergehenden schon für b oder Ju angewandte mit 
dem Product dieser in r identisch ist. Für das gegebene Elementen- 
system haben wir also, wenn wir die Grössen dritter und höherer Ord- 
nung Ubergehen, 

cos b sin (l-0 o -r) = cos i 0 sin (r- ö 0 ) - * (lgi 0 -l- 
cosbcos{l—0 0 —f) = cos(t— 6 0 ) -+• j^J^ 

und für das unbekannte Elementensystem erhalten wir ahnliche von (0), 
(*). (<*)• (*). (*>)• fa) abhangige Gleichungen. Da 

gesetzt wird, und m = * ist, so giebt der Ausdruck für Ju des vor. Art. 

o 

Js = ßcos Lj cos (v — 0 O ) — y cos i 0 sin [v — 0^} 
Da ferner zufolge des Art. i 1 (I) 

p = - s cos {v — 0 0 ) -+- f v sin [v — 0 O ) 

</ = * sin (v — -h ^cos {v — 0 0 ) 
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so wird auch mit der hier erforderlichen Genauigkeit 

W cos (v-0 0 ) +*f* sin (t—ö 0 ) 

( 9 )= W sin( v -ö 0 )H-f cos(i,-ö 0 ) 

Substituirt man hierin die aus den vorstehenden Gleichungen hervor- 
gehenden Ausdrucke für (s) und , so bekommt man 

(p)=p-ßcosi $ 
(q) = q - r cosi 0 

und hiemit wird unser zweites System von Gleichungen 

cos b sin (/-(Ö)-/) = cos (i) sin (»-(*)) - («) lg (») - « f *~£^ 
cos6cos(/-(ö)-/)=cos(r-(o))+ 

die mit den Gleichungen (67) identilicirl werden müssen. 



140. 

Sei 

,/t- = (.-)-i 0 
^/o sa (o) — 0 O 

dann geben die eben aufgestellten Gleichungen bis auf Grössen dritter 
Ordnung 

cos b sin (/— 0 O — /*— J0) = 

sin («— Ö 0 ) j cos t 0 — sin t 0 Ji — ± cos i 0 ,/F — \ cos V Ar j 

-I- cos (t»— 0j j — cos t 0 -h sin t 0 , Vi z/o} 

- Ä ( t8, »" l "*cos\) 

«gV /Ä icos'i, *cos*i, icos^ 

cos 6 cos {i—e Q —r—Jö) = 

cos (v— 0,) j 1 — -l- sin (v— Ö„) 

*p ßM ßs pJs 



i cos \ 2 cos i, i cos <, * cos »i, 

Multiplicirt man die erste dieser Gleichungen mit \ —\J6\ die zweite 
mit dB und addirt, so bekommt man 
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cos b sin (/— 0 0 — f) = cos t 0 sin (t— 0 O ) — s (tg t 0 + 5 ^) 

-t-sin(ü- Ö„) j -sin t 0 ^i- {-cos i 0 . /t*-^cos t 0 ^a'— J-cos i 0 ./ö'-#- /o./Ö| 
-4-cos(t; — 0 O ){ — cos \Jq •+■ J6 ■+■ sint 0 . /i ,:/oj 
— \ai ist— W-rl^i C^r— r>* 

'ft'o'* Sco»\ Scos'i, «cos\ 

woraus schon ^.T bestimmt werden kann. Um aber zu zeigen , dass 
auch die zweite analoge Gleichung denselben Werth von Jr giebt. 
multiplicire ich ferner die erste der obigen Gleichungen mit — JB, die 
zweite mit 1— +J0 9 und addire, wodurch 

cos b cos(/— e 0 — r) — cos (w— e 0 ) -+- s^Jb- 

I DOI 1^ 

■+- cos (t>— 0 o )[cos t 0 7a . /() — £ /«r— f /0*j 
-I- sin (f — d 0 )\jfa — cos i 0 JO+ sin i 0 ./i.J6] 

(»sin i,Je— fl/1t {ismi t J ft—(l)s _P- 1s 
"*" Scosi, Scosi, l "ifcos\ 

erlangt wird. Aus dem vorvor. Art. erhalten wir nun 

und es ist ausserdem 

* = q sin (t ' — 0 O ) — p cos (t» — 0„) 
J8 = t icosi 0 cos(v—0 0 ) — ycosi^sin (« — 0 a l 
Hiemit ergiebt sich 

- sin ^ t . /— 1 cos t 0 | cos * 0 . Z« 2 — | cos i 0 Jti* -i- Jn . /Ü = —ys\m Q — ^£ 

— cos i 0 ^/o H- ^/Ö -|- sin i 0 ./t* Jo=ß sin t 0 + , t Jj . ■+■ 

— Ig i 0 ./« = — ( tfsint 0 cos{r— 0 O ) H-ysini' 0 sin(j— 0 0 ) 

— = - i ^oo 8 (»-«j+ r r,, * 

cosio ^/o ,/# — 4 J(? — i J# = — iß 1 

<""$£l f> * = W : ™s '■•-«„; - i tf-sin Iv-Oc) 
"VC' = sin f.-«,) - JJ- cos (,_«„) 

, ^ , -ÄS * (—*) + rfk °°« (—*) 



Digitized by Google 



31 8 P. A. Hansen, 

wodurch die eben abgeleiteten Gleichungen in die folgenden Ubergehen, 
cos b sin (/— 0 O — JT) = cos io sin 0 O ) — * (igt« H- |c J^yJ 

cos 6cos (l—Oo—r) = cos («— 0 O ) •+* 

+ sin (v-0o) j - cos io Jr + 



Setzt man daher 



so werden diese Gleichungen beide mit den (67) identisch , womit die 
Aufgabe gelöst ist. Es ist leicht zu finden, dass man dem vorstehenden 
Ausdruck für /fr die folgenden Formen geben kann, 



oder 



. dt d.lt 

.1» -7- — t—j— 

j-w-t dv dv 

. dm diu 
r Jcosy.cosN, 



In der Regel werden diese Ausdrücke unmerklich sein. Für einen 
etwaigen Fall, in welchem dieser Ausdruck von /fr merklich werden 
sollte, bemerke ich, dass er aus einem constanten und einem veränder- 
lichen Theile besteht. Nur der constante Theil darf in den Ausdrücken 
für (0) und (jt) des Art. 1 38 angewandt werden, der veränderliche Theil 
muss dem durch die Elemente ^, 00, etc. ursprunglich berechneten Wer Ihe 
von r hinzugefügt werden. 

141. 

Indem wir zur Anwendung der eben entwickelten Ausdrücke über- 
gehen, wollen wir zuerst den Ausdruck (64) vornehmen. Setzen wir 

ß — iZU. + „^ cos ; - cos i ; 

und fassen vorläufig die Glieder zweiter Ordnung dieses Ausdrucks 
unter dem allgemeinen Zeichen C zusammen, so giebl er 
n ( )(z) = n(\z — /c-h AJ(p -+- B Jx C 

Da die Coefficienten dieses Ausdrucks Functionen der Anomalie i sind, 
die mit ndz durch folgende Gleichung verbunden sind, 

nl ■+■ c -h ndz = e — ßosin e 
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wahrend ndz selbst im Vorhergehenden durch die Anomalie e 0 ausge- 
drückt ist, die von der folgenden Gleichung abhängt, 

nf-*-c = *o — «<>sin«b 

so muss « in diesen Coefficienten auf f 0 hingeführt werden. Es braucht 
dieses aber nur mit A und B vorgenommen zu werden, da daraus in C 
nur Grössen dritter Ordnung entstehen würden. Es ist leicht einzu- 
sehen, dass 

A = A + ^n<k 

dg 



4 = -4^ sine o + J -^rsin2 fo 



wird, wenn 

B = — -* -|- -!ft_ cos fft — - -*•!_ cos 2f A 
a co« tf 0 co» tf t o s cos y # o 

ist. Da 

dA dA < dB _ _ dg < 

dg de 4 — e, cos », ' dg ~~ de * — e, cot < 0 

ist, und die Differentialquotienten von A und // nach e durch 1 — e 0 cose 0 
theilbar sind , so wird 

dA e. i dB ie. 

-t-= — cos f n ; — — = ' - sin f n 

dg co« <f t co« 0 ' dg co« y , 0 

nnd 

nd{%) = n*fe — . / c -§->4^«3p -hß J'x 



142. 

Der eben entwickelte Ausdruck enthält alle Glieder, die, wenn man 
die Grössen dritter Ordnung übergeht, der Strenge nach erforderlich 
sind ; allein es ist noch ein Umstand zu betrachten. Wir sind jetzt im 
Begriff, den Ort des Planeten von den Elementen (*?), (tp), (x), etc. ab- 
hängig zu machen, während im vorstehenden Ausdruck nd(z) immer 
noch von e 0 und c abhängt. Da man die Werthe der Elemente e Q und c 
kennt, so kann man auch jedenfalls nd{z) durch diese berechnen; allein 
bequemer und angemessener ist es, den Ausdruck für nd{z) so einzu- 
richten, dass er auch von (e) oder (<p) und (c) abhängig wird, und es ist 
klar, dass diese Reduction wieder so ausgeführt werden muss, dass nd(z) 
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seinen Werth dadurch nicht ändert. Bezeichnen wir die von (<p) und (c) 
abhängige excentrische Anomalie mit «, so wird 

nt (c) = * — sin (qp) sin f 

und ausserdem ist 

nt -h c = # 0 — sin <po sin * 0 
Setzt man daher wieder 

.7c = (c) — c 

Ap=(v) — 

Je = e — 00 

so wird bis auf Grössen zweiter Ordnung, die hier übergangen werden 
dürfen, 

/c = Je — Co cos eJe — sin * cos yo </y 

woraus 

folgt. Der im Vorhergehenden ermittelte Ausdruck für n&z ist überdies 
in seinen Argumenten Function von i'fic, wo auch c durch (c) zu er- 
setzen ist, wofür die einfache Relation 

c = (c) — Je 

dient. Wenden wir diese Sätze auf den im vor. Art. entwickelten Aus- 
druck an, übergehen wie immer die Grössen dritter Ordnung, und Sub- 
stituten die Ausdrucke für A, Ii und C, so bekommen wir 

~ ÜSii + SÄ* cus * - iü5» cos * - sin * . «fe j Jfc 

. (5a— 6«" • 7 — Sa* a a 

+ |-^ + acÖ" 8 ^ C0S ' -i^ cos2 «+ra^ cos3*\ J<pJ X 

4cos l y cos 'tf tcos'y ) A 

Wenn Je, J<p und gegeben sind, so wird die Berechnung 
dieses Ausdrucks am Kinfachsten auf dieselbe Art wie die in dieser 
Abhandlung vorhergehenden Berechnungen Ausdrücke ähnlicher Be- 
schaffenheit ausgeführt. Es werden ncmlich die erforderlichen Producle 
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mechanisch gebildet und schliesslich addirt. Wenn die Störungscoeffi- 
cienten nicht viel grösser sind, wie in dem hier gewählten Beispiel, so 
ist durch dieses Verfahren die Berechnung des vorstehenden Ausdrucks 
sehr einfach und kostet nur wenig Zeit. Für die Ausfuhrung dieser Mul- 
tiplicationen bemerke ich, dass 

1 —COS* -h--r-COS26-f-etC. 




cos</> cosy cosy 



wo wie früher /?=tg±y ist. 

143. 

Auf dieselbe Art müssen die Ausdrücke (65) und (66) entwickelt 
werden. Der (65) giebt zuerst 

co«y <-scos« ^ cosy <-ecos« * 

, //n < « cos«) ^ . «sin* > n 
* n { cos </> cos <f ) ~ cos if * 

wo /> die Summe der Glieder der zweiten Ordnung in (65) bezeichnet. 
Der vorstehende Ausdruck verlangt, dass man immer noch in dem daraus 
nach der Substitution der betreffenden Grössen hervorgehenden die 
durch c und e 0 zu berechnende Anomalie *o substituire. Durch die im 
vor. Art. entwickelten Ausdrücke verwandelt man ihn aber in einen 
solchen, in welchem die durch (c) und (e) zu berechnende Anomalie zu 
setzen ist. Diese Verwandlung giebt 

/ \ , * . ( « cos* ) / . «sin« / 

. , Jn ( 9 cos« I > . etvxat 4 

dr Je dv , dv sin « cos y > 

dt 4— «cos« de dt i—ecost ™ 



(-^--1- cos«)— Ja, +— — - sin*.-"./* 

(Scosy T Scosy J n ^ T 3cosy n * 



cos(/ <-«(•<*« "~ cosy l-ecos« * 



■ * cos« * 8in ' f 



' I« j' ^ 

. i*+ e *„:~ *8in<co8«) >>,(** ecos« ) / t 

wo wieder allenthalben e 0 und <jp 0 für c und q> gelesen werden muss. 

d.K.S. C«. d. Wi«. VII. H 



Digitized by Google 



32 z 



P. A. Hansen, 



Die hier nach ihrer Entwickelung in unendliche Reihen 
denden Functionen sind ausser den schon im vor. Art. angeführten 

'°° 8f = co%t ^ + M-m 9 + J£ cos 2^ + etc. 

i -ecost cosy cosy ^ cog y 

sin*« 4 /? cosjp ßcosy « 

144. 

Gehen wir zur Entwickelung des Ausdrucks (66) Uber, und setzen 
zur Abkürzung B = ßcos {n 0 —0 0 ) — y sin (:r 0 — tf 0 ) 
C = ß sin (* 0 — 0 O ) -4- ycos(T 0 — öo) 

dann wird er 

— -= — — Csin«-|-/Jcos# 

■ 

und subslituiren wir hier den Ausdruck für Ju, so wird 
Die erste Entwickelung giebt hier 



J^ = ^._eß-Csin*-i-ßcos* 



+ CrT -*»T~ sin . -4- ffi fcos, 

— cos* (W— *) + eÄ (M— *) + C (W— sin « — /?((?)— y) cos « 

wo wieder f 0 angewandt werden muss. Führt man die weitere Reduclion 
aus um e einzuführen, so erhält man 

c^=c^-«*- CsiQ *+ ßcos * 

du du du 

cos M— «cos« • cost eosi < —e cos i ^ 

— l^(M— *)-•■■ eÄ (M— »O -1- £((*)— *) sine — ß ((*)—») cos* 

— c r- c ^ 9 i n<fe - B 7^rii* •* 

-25L- C./c + ■■ 8tnf BJc 

4— «COS* 4—0 COS £ 

sin *« cos < 



sin * cos f ^, j sin^cosy u y 
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wo ich alle Glieder angesetzt habe, obgleich in der Regel viele dersel- 
ben unmerklich sein werden. 



nö(z) 



145. 

Die im Vorhergehenden eingeführten Aendenmgen der elliptischen 
Elemente wollen wir nun so bestimmen , dass die mittleren Elemente 
daraus hervorgehen. Setzen wir 

ikfesa, sine -|-a,sin 2« -l- a, sin 3* -i- . . . 
+6, cos 6 h- 6, cos 2* -*-fc s cos3« + 

indem es sich hier nur um die Glieder handelt, die vom Index « unab- 
häogigsind, substituiren diesen Ausdruck nebst den anderen Ausdrücken 
in den Ausdruck für nd{z) des Art. 4 42 , und nehmen hiebei nur auf das 
constante Glied und die mit sin e und cos « multiplicirten Glieder Rück- 
sicht, so ergiebt sich 

- JC f 1 + c^ a i + cofy S + eof * fl » + ' ' ' | 

+ ^ | GSfc 



cos v * COS <f » ) 

cos y 



• \ /(4- < y*)co8y 



"cos y ) °* 
V(<-/»«)cos V j 



+ A JL- + ^ -§-^y' - 



sin 



« \ I , /[< + /»*) COS f/i < \, 

+ ' / ^K^ T ^ /? "™svj & l" h l cos« iv — cosvJ 0 » 



»/»(« + /»*) L 

icos'jy u * 



«-«•_ 

OOS »<f 



cos 



Wenn nun wrf(z) sich auf die mittleren Elemente beziehen soll, so 
müssen den in diesen Abhandlungen gegebenen Definitionen zufolge 
in dem vorstehenden Ausdruck die Coefficienlen von sin t und cos e 
jeder für sich gleich Null sein. Damit ferner das Element (c) voll- 
ständig in nt + („) = (0) 

21 • 
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enthalten sei, muss übordiess das constanle Glied des vorstehenden 
Ausdrucks auch gleich Null sein. Setzen wir nun diese drei Coefficienten 
jeden für sich gleich Null , entwickeln aus diesen Gleichungen die Aus- 
drücke für Jq>, J%> /Je und Ubergehen dabei wie immer die Grössen 
dritter Ordnung in Bezug auf die störende Kraft, so bekommen wir 

4<P = 7=? fl i~ cos 9 cos H> Yii^er 

- cos <p cos 'i <p Vjf ß-a, a, ■+■ ^p^fia, 

+ cos 9 cos' i9 i±^^6. 

+ cos <p cosH9^*.f A*> + 3 cos y -Jü^'^ ßb,b,+ . 

Jx + m&j (« + tf+tf+T+m «■ N 

CO« y „ » 3 COS y , 

*'(S-V) coa'iy P a i°* ~ 8(J-0 co S «{< r «i°s— • • • 

-^(^+ms-3 MM ,%. IT (Hrt^... 

Wenn hiedurch . /f berechnet sind, so bekommt man 

Gr) = 

(r) = c + ic 
wo nun (qt>), d) und (c) mittlere Elemente sind. 



U6. 

Um die mittleren Elemente (i) und (o) zu erhalten, setze ich mit 
Uebergehung der kleinen Glieder, die schon in den vorstehenden For- 
meln wohl nie etwas Merkliches werden geben können , und daher in 
den jetzt zu entwickelnden um so mehr unmerklich sein werden, 

ndz == asin * -t- b cos t 
(*)—>• = /cos« + £ sine 
~ =Äsin# H-fccosf 

cos i 
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Die Substitution dieser so wie der übrigen Ausdrücke in den Ausdruck 
für [«) des Art. 144 giebt, wenn wir nur die beiden mit sin* und cos« 
multiplicirlen Glieder aufnehmen, 

\ CO* (f ^öü'lf/ 



I«) 

COSI 



-Mi 



h rosif 



ccos 
«cos 



»cos^., 



k + B- /c( h , ±£ - c - 

\ cos tf COS If l'OS 

4 / kcostp Bens fi \ m m m/l tr ,n 



sinf 



COS £ 



^äcosf/ cos'jy cos <f JI JXJV icos*j7 

Da nun, wenn B und C mittleren Elementen entsprechen sollen, auch 
diese beiden Cocfficirnlen jeder für sich gleich Null sein müssen , so 
bekommen wir durch die Auflösung der beiden aus diesen Bedingungen 
entstehenden Gleichungen 

Ca h—ekg — ^-£-, Jy ha H- äco f. Jy *6 

hat man hieraus C und B berechnet, so erhalt man ß und y aus den 
folgenden ^ = fl C os (,t o -0 o ) -+- Csin (>r 0 — 

y xa — ß sin (-t 0 — ö 0 ) -+- Ccos (.-r«— Ö 0 ) 
und dann wird zufolge des Art. 138 

Ji — y -+■ |^ eotg to -I- i f tg t 0 

. /a= ,?cotg »o— ßy cotg % 

worauf 

(Ö)=(o)-l-2sin 3 ito •/« 

(tt) 2 sin 2 |«o • 

wird. Statt der beiden letzten dieser kann man auch , wenn man es für 
nöthig halten sollte, die im Art. 138 für (ö) und [%) besonders angeführ- 
ten anwenden. 

Nachdem diese Bestimmungen ausgeführt worden sind , werden 
durch die Ausdrücke der Artt. 142, 143, 144 die Coefficienten in *uJ(z), 
('), ~i berechnet. 
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147. 

Zur Anwendung der vorstehenden Entwickelungen auf unser Bei- 
spiel ubergehend, entnehme ich zuerst aus dem Art. 132 die folgenden 
numerischen Werthe 

o, = -f- 820:80 ; 6, = — 677:90 

a,= — 19.55; 6 2 =+ 13.50 

o 3 = -+- 0.10; 6 S = — 0.08 

von welchen indess nur o, und 6, hier von merklichem Einfluss sind. 
Es ergiebt sich hiemit durch die Ausdrucke des Art. 1 45 

J<f>= +6' 53:64 
J x = -h 1° 4 35.1 
./c=— 1 5 4.1 

und hiemit habe ich sofort die Verbesserung der Coefhcenten von ndz 
und v berechnet. Die dazu erforderlichen Factoren und übrigen Hülfs- 
grössen haben die folgenden numerischen Werthe, für nd{z)— ndz ist 

= (8.27867) + 2(6.9084) cos«+ 2(5.538)cos2« 

log(— ^ = 7.8194 

— (— 2^c) = 8.1204 

— (— 3/*. /c) = 8.2965 

— (—4^/^ = 8.4215 

— (— 5^./c) = 8.5184 

— (— 6/4. /c) = 8.5973 

-\~ + cos«j^ = - (6.234) -2(7.3037) cos* 
- T ^^ 8< cos9^=--2(7.0000)sinf-2(5.629)sin2 f -2(4.260)sin3* 

sin «. J Z — — 2 (7. 2039) sin f 
I -^ sin * + *c^ sin 2 *| - ~ 827 :32 sin* -H 7:65 sin 2« 

j - i^+c^ cos < - i^b C0S H '* = - 3903:3 «*W«i-1«8«li 
-h - 0 J - cos e}jcJ<p ma — 0:67 — 1 5:71 cos « 

55*- sin e. Je J X = — 1 2:49 sin e 
| i7^ sin •+ S$ sin * - 4^v sin 3*j^9*=+0:09 sin t -f- 1 :46 sin fe — 0:02 sin 3* 
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0:00 + 1 5:63 cos * — 1 :99 cos 2« 0:03 cos 3a 

1 sin ' " c«M« «' + HS* sin U \ J * = 

-I- 6:25 sin * — 0:53sin 2« + 0:0 1 sio 3* 

Für iv) — v werden ausser den vorstehenden Ausdrücken für r— — — , den 

sio £ 

Logarithmen von — i'fiJc, und % _ tcMt cos q>J<p, diejfolgendcn gebraucht, 

1^ + 2;} ( 6 - 23 *) +2(7.002?) cos * 

^^ = 2 (6.9029) sin, 
^ w = -{5.903) = - 16:49 

-5=y TZTSSi*- -2(7.0032)sin,-2(5.633)sm2, 

^ F-Sä^* = (5.837) + 2(6.9067) cos, + 2 (5.536)cos 2, 



{«59+ 55?}^ « +35:33+41 5M 5 cos , 

t(^y =0.00 

5^ r J^ g ^c =-7:87 sin, -0:34sin2,-0:01sm3, 
— cJ y f—Jjj^c^t« + 0:^7 6:30 cos« -h 0:27 cos2,+0:01 cos 3« 
| + coß ' + J^Ti | ^9'= + ' :* "> + 0: 1 2 cos , - 0!4 1 cos 2, - 0:02 cos 3« 
| sin , - •gl£l\j v j x = +7:87 sin ,-0:33 ein* - 0:01 sin 3« 

" i^!^« + 0"27 - 3 ^ 2 cos, 

und hiemit ergeben sich die folgenden Unterschiede: 
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■■■Ml rr- 


nd(z). 


— ndz 


w 


— V 


sin 


1 

cos 

1 , 


cos 


sin 


0,0 




J 

+o:i 




+ 17T89 


1,0 


— 820"78 


i +677.54 


+ 411 "82 


+338.63 


2,0 


+ 17.24 


— 12.78 


■ a i t 

+0.14 


— 0.3K 


3,0 


0.00 


| — 0.03 


+ 0.02 


+0.02 


-2,-1 


+0.02 


1 —0.02 


0.00 


+0.02 


-1,-1 


+ 0.04 


+0.05 


+0.08 ; 


—0.03 


0,-1 


-0.17 


+0.10 


-o.2o : 


-0.15 


1,-1 


+ 2.19 


+ 0 82 


—0.81 


+0.28 


2,-1 


+ 0.06 


+ 0.40 


— 0.04 


• Alf* 

+0.16 


3,-1 


+0.04 


— 0.01 


— 0.03 


A A A 

0.00 


-1,-2 


+0.01 


— 0.05 


+0.02 


0.00 


0,-2 


4-0.09 


+0.77 


+0.07 


— 0.41 


1,-2 


+3.14 


—2.84 


—0.52 


— ! .55 


2,-2 


+5.79 


—7.41 


—3.28 


—4.30 


3,-2 


+0.78 


—0.19 


—0.34 


A A/* 


4,-2 


—0.05 


+ 0.02 


A AI 

— 0.01 


■ A A I 

t +0.01 


— 1,-3 


+ 0.07 


+0.07 


+0.02 


—0.07 


0,-3 


+ 0.27 


j +2.35 


+0.51 


-1.07 


1,-3 


+ 1 1.44 


— 12.27 


— 1 .20 


+ 1.99 


2,-3 


+2.19 


1 +28..)0 


— 0.93 


+ 1 3 . 1 5 


3,-3 


— 1 .37 


! +2.01 


+0.08 


+ 1 .35 


4,-3 


— 0.01 


+ 0.07 


■ A A 1 

+0.01 


+0.07 


1,-4 


-0.07 


l -0.08 


—0.05 


+0.07 


2,-4 


+ 0.15 


+ 1.19 


—0.15 


+ 0.37 


A I 

3,-4 


+ 1 .02 


+ 0.39 


— 0.60 


+0.26 




—0.34 


+0.20 


+0.26 


■ A 1 

+0.12 


5,-4 


—0.02 


— 0.01 


+0.0! 


+0.01 


1,-5 


—0.06 


-0.03 


-0.0! 


+0.02 


2,— 5 


-0.15 


+0.71 


-0.01 


+0.09 


3,-5 


+0.89 


+0.03 


—0.24 


+0.04 


4,-5 


—0.13 


+ 0.22 


4-0.40 


+ 0.14 


5,-5 


0.00 


-0.12 


0.00 


-0.10 


1,-6 


-0.04 


, +0.04 


-0.02 


+0.01 


2,-6 


-0.07 


+0.71 


+0.02 


-0.05 


3,-6 


-0.75 


—0.31 


+0.35 


-0.08 


4,-6 


0.00 


+0.14 


+0.03 


+ 0.09 


5,-6 


-0.05 


— 0.08 


+ 0.04 


—0.07 


6,-6 


-0.02 


1 +0.01 


—0.03 


0.00 





/sin /cos 


/cos ! 


/sin 


0,0 


]!+0"00614 


—0*00390 




1,0 


+ 0*08887;— 0.03359 


—0.044471 


— 0*0171« 


2,0 


+ 0.01285 +0.01075 


-0.00573 1 


+ 0.00304 


3,0 


-0. 000191-0.0002! 


-0.00027! 


-0.00006 
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1 


i 


_i_n ooooi 


o'nooot) 

""U.UUUUJ 


-f- u uuvo.» 


i ■ A'ftftAno 
-r-U.UUUlM 


o 


_ i 


0 00000 


' A ! 

v ■ W v 1/ *> 


A AAAAA 


A AAAAA 


1 

*> 


i 

■ 


-*-0 00002 


! A OOOO'l 


ft AAAAfl 


A Ii II Uli 




_ i 

1 


-4-0 0000t 


1 A OOOOO 


A AAAAi 


A AAAAK 




-2 


-0.00001 


4-0.00009 


—0.00004 


0.00000 


1, 


—2 


4-0.00030 


4-0.0004G 


—0.00003 


4-0.00008 




-2 


—0.00033 


-0.00014 


4-0.00014 


—0.00005 


3, 


-2 


-0.00015 


-0.00005 


4-0.00007 


-0.00002 


o, 


—3 


—0.00088 


-4-0.00123 


—0.00043 


-0.00047 




-3 


4-0.01084 


— 0.00053 


4-0.00034 


4-0.00020 


2, 


-3 


—0.00141 ; 


4-0.00208 


4-0.000fi<> 


4-0.00078 


3, 


-3 


+0.00038 : 


-0.00035 


-0.00016 


-0.00011 


*, 


-3 


4-0.00005 | 


4-0.00001 


-0.00002 


0.00000 





/* sin 


/; cos 


/« cos 


/• sin 


0,0 




4-o:oo<; 


4-0:024 I 




1,0 


-OT040 


— 0.194 


4-0.022 


— 0T098 


2,0 


4-0.019 


-0.030 


-0.008 II 


-0.007 


3,0 


0.000 


0.000 


0.000 


0.000 



Ich bemerke biezu Folgendes. Weiler wie bis t"= 6 habe ich zu 
gehen nicht für ntithig gehalten , indem bei den folgenden kleinen Co- 
efficienten die Verbesserungen unmerklich oder nur sehr unbedeutend 
ausfallen würden. In den kleinen Störungsgliedern werden meistens nur 
von den ganzen Ausdrücken von nd(z) und (v) nur das erste Glied von 

dtüh Je dv Ae 

dt 1 — e cos * ' dt i— « cos 

und die Glieder -— Je, ^Jc merklich, und alle übrigen Glieder halten 
im Grunde übergangen werden köunen. Wenn man zum vorstehenden 
Ausdruck von nd(z) -ndz den Ausdruck von ndz des Art. i 32addirl, müssen 
in Folge des Vorhergehenden das constante Glied und die Coefficienten 
von sin t und cos e gleich Null werden. In Bezug auf die beiden ersten 
findet diese Bedingung auch zur Gnüge statt, aber in dem Coefficienten 
von cos f bleiben 0:36 übrig. Ich habe meine Entwickelungen und 
Rechnungen, nachdem ich dieses bemerkt hatte, noch einmal durch- 
gesehen, woraus sich ergeben hat, dass diese 0:36 von den über- 
gangenen Gliedern dritter Ordnung herrühren, die in dem grossen 
Werth von J%, welcher hier statt findet, um so viel hervortreten; 
übrigens ist dieser Umstand ohne weitere Folgen auf das Resultat. Die 
Glieder zweiter Ordnung in J% betragen in diesem Beispiel —93:6. 
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Der vorsiehende Ausdruck von nd(z)— ndz giebt ferner zu erkennen, 
dass die Umwandelung der osculirenden Elemente in mittlere ein kleines 
Glied in der mittleren Bewegung, und eines in der Säcularlinderung der 
mittleren Länge bewirkt. Beide sind aber sehr unbedeutend, denn jenes 
beträgt jährlich nur 0:006, und dieses im ersten Jahrhundert nur 0:006. 



148. 

Gehen wir nun zu den Breitenstörungen über, so ist erstlich 

a = 820:80 , b = — 677:90 
/- = -MH.82, 9 = + 338.63 
A = — 111.47 , /c=— 22.08 

und hieraus folgt durch die Ausdrücke des Art. 146, da die Glieder 
zweiter Ordnung hier höchst unbedeutend sind, 

C= -111:47; ß= +22:08 

und hieraus folgt 

Ji = -48:59 ; Ja = -5'52:47 

(*)-(o) «(*)-(*) = -u:ei 

Die Grössen, die nun zur Berechnung von (uj durch den Ausdruck 
des Art.1 44 erforderlich sind, sind ausser den auch hier anzuwendenden, 
schon oben gegebenen Ausdrucken von — — -. , den Logarithmen von 
; — i'fi./c), ~ B ^ gf cosy./y undf ~\ die folgenden, 

_((„)_„) «- (5.934) -2(6.9993) cos* -2(6.91 44) sin« 

— C trrST, = ( 5 364 ) 2 ( 6 - 4343 ) • + 2(5.064) cos 2« 

- B t 1 = - 2(5.737) sin t - 2(4.367) sin 2« * 

i =?sn CJc = + 0:09 + 2 " 1 2 cos e + 0:09 cos 2 * 

i~San BJc = — °" 43 sin « - <M3 sin 2« 

cos y CJtp = 0:00 sin * — 0:1 1 sin 2« 

'i =7557 cos ^ = + 0:02 + 0:00 cos * ~ 0:02 cos 2f 

und hiemit erhielt ich die folgenden Verbesserungen 
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(«) 


« 




cos i 


COS 1 




sm 


1 

cos 


A A 

o,u 




■i 1 0 
— 5. 1 U 


1,0 


,11 |"iT 
+ 111.*/ 


■ ga au 






0 16 


— 1,-1 


— O.O* 


. n i a 


0,-1 


A AA 
0.00 


A AA 

0.00 


i i 

1,-1 


— 0.1 D 


i A Art 

+ U.0V 


2,-1 


-0.20 


+0.02 


0,-2 


0.00 


0.00 


1,-2 


—0.24 


—0.22 


2,-2 


-0.20 


—0.15 


3,-2 


+0.03 


+0.05 


0,-3 


-0.19 


-0.21 


1,-3 


— 0.06 


— 0.03 


2,-3 


+3.41 


-1.67 


3,-3 


+0.49 


+0.09 





/sin 


/cos 


0,0 
1,0 
2,0 
3,0 

0, -3 

1, -3 

2, -3 

3, -3 

4, -3 


i ^=r=r .= — 

— 0T03863 
+0.01932 
+0.00044 
0.00000 
—0.00002 
—0.00006 
—0.00115 
-0.00007 


-0:00103 

1 —0.2281 1 
-0.02594 
' -0.00061 

0.00000 
—0.00005 
1 —0.00096 
—0.00025 
-0.00004 






/•sin 


/• cos 


0,0 
1,0 
2,0 
3,0 


+0:202 

-0.022 
-0.005 


+0:023 

-0.036 
+0.018 
| -0.002 



149. 

Fügen wir nun die eben berechneten Grössen den im Art. 1 32 er- 
haltenen Störungen hinzu, so ergeben sich die folgenden, auf die mitt- 
leren Elemente sich beziehenden Störungen: 
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■*) 


1 M 


w 

cos i 


— 


sin 


cos 


cos 


sin 


sin 


cos 








— .J.9N 






+3.62 


0,0 

■ 






+0.557/» 






+2.144/* 




0 


0 


+ 1.97 


+0-23 


0 


0 


1,0 


J _ IT70338/ 


— Ü69916/ 


+0.85498/ 


— 2.34931/ 


— 12:03334/ 


+ 1 90156/ 




— 10.27 W« 


+2.012/? 

1 


+ 5.166/» 


+ 1.003/* 


— 1.646/» 


— 10.715/! 

1 




— 2.31 


+0.72 


+ 1.78 


— 0.49 


—0.26 


— 0.37 


2,0 


> +0.03985/ 


+0.10185/' 


-0.00108/ 


-0.00056/ 


-0.00047/ 


-0.00141/ 


-1-0.035/» 


+0.127/J 


+ 0.077/» 


+0.055/« 


+0.531/« 


+ 1.098/» 




j -4-0. 1 0 


-0.11 


— 0.03 


—0.07 


-0.02 


—0.04 


3,0 


' +o. 00004/ 


—0.00001/ 


— 0.00010/ 


-0.00017/ 


+0.00012/ 


—0.00017/ 




1 + 0.005/« 


-0.002/« 


+0.005/» 


+0.002/J 


+0.007/« 


+0.021/» 


-2,-1 


+ 0.32 


-0.20 


+0.21 


+0.06 


+0.08 


+ 0.04 


— 4,— 1 


( -3.27 


+5.98 


— 1.95 


-3.75 


+ 2.08 


+3.13 


\ +0.00256/ 


+0.00217/ 


+0.00169/ 


— 0.00143/ 






f +20.28 


-12.26 


+2.24 


-1.16 


+ 10.47 


+ 5.98 


0,-1 


1 +0.00371/ 


+0.00254/! 


+0.001 19/ 


—0.00085/ 




t. — i 

* 


f +42.09 


-115.20 


-14.77 


— 40.36 


—8.13 


-4.97 


\ —0.00182/ 


—0.00115/ 


+0.00075/ 


— 0.00056/ 








f +0.26 


+2.49 


-0.66 


+ 0.20 


—5.28 


-0.69 


2,-1 


t -0.00215/ 


-0.00052/ 


+0.00113/ 


—0.00032/ 






3,-1 


-0.01 


-0.77 


— 0.03 


—0.65 


+ 0.15 


— 0.01 


4,-1 


+0.01 


+0.04 


—0.01 


+0.02 


+0.02 


0.00 


-2,-2 


+ 0.02 


-0.01 


+0.02 


-0.01 


+ 0.03 


0.00 


-(,-2 


-0.24 


+0.44 


+0.04 


-0.58 


-0.05 


+0.16 


0,-2 


| +11.20 


+ 13.44 


+5.97 


-6.56 


+8.94 


-4.48 




[ +0.00812/ 


—0.00510/ 


+ 0.00327/ 


+0.00202/ 






, Jf-171.17 


-170.21 


+ 44.09 


-40.47 


-13.09 


+ 11.37 




l +0.02581/ 


-0.01753/ 


—0.00342/ 


-0.00211/ 






[ — 184.29 


-140.23 


+ 110.14 


—83.84 


-5.33 


+3.74 


\ —0.00452/ 


+0.00616/ 


+0.00236/ 


+0.00320/ 








| +4.04 


+3.26 


+0.43 


+0.08 


+0.55 


-0.85 




l -0.00090/ 


+0.00267/ 


+0.00039/ 


+0.00120/ 






4,-2 


+0.25 


+0.10 


—0.24 


+0.09 


-0.01 


+0.03 


-1,-3 


+0.48 


+0.32 


+ 0.01 


—0.12 


— 0.02 


+0.06 




\ -18.47 


-7.93 


-10.48 


+4.74 


— 6.68 


+ 3.85 


0,-3 


l +0.00351/ 


+0.00190/ 


+0.00136/ 


-0.00141/ 


+0.00702/ 


+0.02212/ 


1,-3 


(-611.15 


-650.53 


-49.61 


+21.73 


+ 2.64 


+ 12.39 


l -0.01829/ 


—0.57249/ 


—0.00238/ 


+ 0.01692/ 


—0.01667/ 


—0.00292/ 


i,-a 


( + 746.49 


+ 25.91 


-359.04 


+ 12.00 


-35.25 


-95.81 


\ +0.01627/ 


+0.06468/ 


-0.00794/ 


+ 0.03164/ 


-0.00153/ 


+0.02473/ 


3,-3 


( +2.55 


-12.82 


— 13.28 


—9.02 


-0.20 


—0.95 


\ -0.00311/ 


—0.01068/ 


+0.00127/ 


—0.00380/ 


-0.02134/ 


+0.00413/ 


4,-3 


f -0.43 


+0.11 


-0.10 


—0.23 


+0.20 


+0.21 


t -0.00015/ 


+0.00004/ 


+ 0.00015/ 


-0.00017/ 


-0.00097/ 


+0.00056/ 


5,-3 


-0.07 


+0.10 


+ 0.06 


+0.09 
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A 
0 I 


— V 


— 0.23 


n"i k 
— 0.1 5 


—0.20 


+0.08 


— 0"20 


—0.04 


1 

1 , 


— 4 


— Z..JD 


■ A /* t 

-4-0.64 


, i 


0.00 


+0-36 


+ 1.17 


a 
Z, 


— 4 


■ Ol Ol 

+ 31 .3 3 


• ) A O 

—3.08 


— 1 1 .29 


—2.49 


—4-10 


—2.91 


.1, 


■ 

— > 


+ 6.37 


1 W A 1 

— 17.04 


t "i.i 
—4.58 


— 10.88 


—3-20 


+0.17 


4, 


■ 

— 4 


+ 1 .09 


-4-4.97 


— 1 .03 


+3.59 


+0-25 


+0.05 


R 

O 


i 

— * 


■ a na 
^U.UO 


Ii 1) 1 

— U.U.l 


A J A 

— U.1 0 


■ n i i 
+U.1 1 


a An 

— 0-09 


a A A £ 

+ 0.05 


6, 


( 

» 


—0 03 


0 Ai 


-«-0 03 


A At 






A 

0, 


— ö 


n n l 
— 0.U1 


II f\ ' > 


a a a 
— 0.02 


+0.01 


—0.03 


0.00 


1 


— 5 


n i fi 

— 0.4» 


■ A P* H 


A A A 

— 0.30 


— 0.17 


— 0.05 


+0.43 


o 

s, 


— a 


• 1 O AT 

-4- 1 Ö.U7 


-4-4.22 


Ck AI* 

— 2.95 


— 0.12 


—0.46 


— 0.48 


•J 


— 0 


■ IAO 

+ 1 .08 


f •• A 1 

— 13.01 


A O'l 

— 0.83 


— 7.20 


— 3.07 


+ 2.37 


1 

4, 


m 

— 0 


^» ^ 22 


-4-2.29 


— 1 .74 


+ 1 .62 


+0.19 


— 0.63 


K 

1 


— o 


4 aq 


A 1 I 

— U • ' 1 


■ | Afi 


A AM 


n ak 

— 0.05 


■ A Alf 

+0.07 


6 


—5 


n Ol 

1 J • » f 4r 


. n oi 


_i_0 07 


_i_0 AI 


A AI 
— U . U 1 


A A'l 
— U.OJ 


i 

1 , 


C 

— D 


■ A Lk ^ 


rt 1 rt 

— 0.10 


+ 0.16 


+0.12 


+0.07 


—0.29 


a 
Z, 


c 

O 




.tili 

-4-2.18 


+ 1.42 


+0.30 


—0.31 


+0.18 


■i 

o, 


—6 


— Y.iM 


-4-12.15 


+2.23 


+5.67 


+ 1.82 


— 2.48 


4, 


— n 


+2.32 


■ A 1 0 

-4-0.33 


— 1 .22 


+0.46 


—0.25 


—0.67 


rt 

D| 


• 

— f) 


a on 


. A 17 

-4-0.4 / 


+0.68 


+0.3Ö 


+0.15 


+0.11 


Vi 


fi 


-*-n 0Q 




0 41 


— If. «Kl 


A AO 

—O.Uz 


A A Q 

— U.03 


7 




n oi 


A A3 


0 00 


n O'i 
— u . u > » 


i A A 1 

+ U.U1 


n aa 
0.00 


2, 






A A — f 

— 0.07 


A |l 1 

+0.04 


+0.05 


A Mi 

— o.uo 


—0.02 


.1, 


— 7 


A " " 

— 0.57 


-4-1 .77 


+0.1 2 


+0.58 


+ 0.1 4 


—0.14 


4, 




+0. <9 


■ A —1 -i 

-l-O.zz 


— 0.48 


+0.21 


A 9A 

— 0. ZU 


—0.24 


* 

5, 


— 7 


— 0.27 


■ A O A 

-4-0.39 


+ 0.21 


+0.27 


. A 1 ß 
+ U. 1 0 


/V AA 

0.00 




*r 


n in 
— U . 1 u 


A 'i I 

— U.«14 


■ n »o 


— 0.28 


0 AK . 
— V . uo 


/v 

+0.03 


7 


7 


-1-0 1 1 


A 07 


A | A 

— U. 1 u 


■ A ftf. 
-t-vF.UO 


-1-0 01 


A AA 
0.00 


z, 


— 8 


A A A 

0.00 


A AI 

—0.04 


0.00 


+0.02 






o 
■') 


— 8 


A fi* O 

— 0.58 


-f-1 .45 


■ A A *1 

+0.03 


+0.21 


, A A K 

+ U.05 


— 0.01 


4, 


— 8 


-4-0.79 


IL ■ ) " 

-4-0.35 


—0.44 


+0.22 


n ir 
— 0.1 6 


—0.48 


ö, 


Q 


a in 
— 0. 1 0 


■ A i l' 

-4-0.16 


+0.08 


+0.1 1 


■ a A"7 
+ 0.U / 


—0.03 


a 

D| 


S 

— o 


— U.Ii 


A 1 'l 


. A AU 
+ U.08 


n i i 
— 0. 1 1 


0 09 

-U.UZ 


■ A Af 

+0.05 


7 


— 8 




0 00 


0 4 1 


A AA 
U.UU 


0 00 


A A9 

— O.Uz 


« 


—8 


A 01 


1 Q A'l 
^r- v.u.» 


■ l\ A*> 

-f- \f.Mo 


. n n<| 
+ U.UJ 






•i 
•*j 


— V 


A t M 

— 0.4o 


. a e — 

-4-0.57 


—0.02 


— 0.06 






4, 


— y 


A . 1 

— 0.61 


A A «1 

— 0.33 


+0.2/ 


— 0.1 5 






», 


—9 


—0.04 


-4-0.06 


+0.04 


+0.04 






6, 


—9 


—0.01 


—0.01 


+0.03 


-0.02 






7, 


—9 


+0.06 


—0.03 


—0.05 


-0.02 






8, 


—9 


—0.02 


-4-0.05 


+ 0.01 


+0.04 






4, 


-10 


-0.11 


—0.08 


+0.03 


— 0.02 






5. 


-10 


-0.03 


-4-0.05 


| +0.03 


+ 0.03 






6, 


— 10 


-0.02 


— 0.02 


+0.01 


-0.02 






7, 


-10 


-1-0.02 


-0.02 


-0.02 


—0.01 






8, 


-10 


0.00 


+0.03 


0.00 


+ 0.02 







Hiezu kommen noch die oft erwähnten Saturn- und Marsslörungen, 
für welche die betreffenden Verbcsserungen sehr klein ausfallen würden, 
so wie die Ausdrücke für Tund o*,«, die im Art. 132 gegeben sind. 
Die Grösse Jr wird völlig unmerklich. 
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Die mittleren Elemente sind nun der vorstehenden Berechnung zu 
folge die folgenden. Für 1851 Dec. 5. 0 m.Z.Gr. ist 



die Vergleichung der aus diesen Elementen und den dazu gehörigen 
Störungen hervorgehenden Oerter der Egeria mit den Beobachtungen 
nicht diesem Elemente noch kleine Correctionen hinzufügen sollte. Das 
in dem Ausdruck der mittleren Anomalie enthaltene Element (c) wird 
ausserdem durch Vergleichung mit den Beobachtungen aus dem Grunde 
eine Verbesserung erhallen , dass in den vorstehenden Rechnungen die 
vom Mars herrührende Ungleichheit langer Periode Ubergangen worden 
ist; auf die Übrigen Elemente hat dieser Umstand keine Wirkung. 



Es kann interessant sein zu untersuchen, wie viel man in der Be- 
stimmung der mittleren Elemente gefehlt haben würde, wenn man sie 
zwar nach den hier entwickelten Formeln, aber mit Anwendung der 
Coefßcienten , die die erste Annäherung gegeben hat, berechnet hätte. 
Aus dem Art. 61 (II) entnehme ich daher die folgenden Werthe 



und hiemit erhielt ich durch die Ausdrücke der Arlt. 1 45 und 1 4C 



\ die mittlere Anomalie =18° 32' 47:6 

4-857:9364 (1. 365.25) — 0:426 /» 




150. 



flj = -h 808:60 ; &,= — 
Ä= — 110.27; & = — 



664:63 
22.27 



Jif = -h 6' 47:4 



J x =r-H l° 3' 20.6 
Je = — 1 3 48.2 
Ji = — 48.5 
Ja == —5 41.8 
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Vergleicht man diese mit den obigen Werthen derselben Correctionen, 
so ergiebt sich, dass die vollständige Berücksichtigung der Grössen 
zweiter Ordnung den mittleren Elementen die folgenden Grössen hinzu- 
gefügt hat, Jff> +6:2 

J x ....+i' 14:5 

Je.... — 1 15.9 
J'x .... — 0.1 
Ja.... —10.7 

• 

Dass die Glieder zweiter Ordnung dem wahren (oder mittleren) Werthe 
der mittleren täglichen Bewegung 

— 0:0149 

hinzugefügt hat, geht aus dem Art. 93 hervor. Lässt man bei dieser 
Rechnung auch in den Ausdrucken des Art. 145 die Glieder zweiter 
Ordnung weg, so findet man 

Jq> = -h 6' 44:3 
J X = + 1° 4 51.0 
Jc= — \ 5 19.3 



und die Unterschiede dieser mit den genauen Werthen sind 

J(p....+ 9:3 
^/*.... — 15.9 
z/c....H-15.2 

Der Unterschied in Jtp ist hier grösser, aber die Unterschiede in J% 
und Je sind kleiner geworden. Dieses halte ich indess nur für zufällig. 
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absoluten Störungeu der kleinen Planeten. Drille Abhandlung. 1859. 2 Tblr. 12 Ngr. 

SITZUNGSBERICHTE. 

KLEINERE ABHANDLUNGEN. 

BFBK1HTK über die Verhandlungen der königlich sächsischen (lesellschaft der 
Wisseuschallcn zu Leipzig. Farster Band. Aus den Jahren 1840 und 1847. 
Mit Kupfern, gr. 8. 12 Hefte. 

Zweiter Band. Aus dem Jahre 1848. Mit Kupfern, gr. 8. 0 Helte. 

Vom Jahre 1819 au sind die Berichte der beiden C lassen getrennt erschienen. 

Mathematisch - physische Classe. 1849 (3) 1850 (3; 1851(2; 1852 (2) 

1853(3) 1854 (3/ 1855 (2) 1850(2; 1857 (3) 1858 (3). 1850. 1,2. 

Philologisch - historische Classe. 1840 (5) 1850 (4) 1851 (5) 1852 (4) 

1853 (5; 1854 (0; 1855 (4; 1850 (4; 1857 (2; 1858 (2). 

Jedes lieft der Berichte ist einzeln zu dem Preise von 10 Ngr. zu haben. 
Aas den Berichten besonders abgedruckt : 

Das Edirt Diocletians de pretiis reruin \rnnlium. Herausgegeben von Th. Mummten. Mit 
Nachträgen. 1852. 14 Ngr. 

M. Valerius Pxobus de notis antii|uis. Herausgegeben von Th. Mommitn. 1853. 10 Ngr. 
W.ROSCHER, ein nationalökonomisches Hauptpriurip der Forst n issensebaft. 1854. 6 Ngr. 

Leipzig, Oclober 1850. HirZCl. 
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HBfiBTLICH-JABLONOWSKISCHEN GESELLSCHAFT 

Zt LEIPZIG. 



ABHANDLUNGEN bei Begründung der Iiönigl. Sächsischen Gesell- 
schaft der Wissenscharten am Tage der zweihuiidertjährigen Geburls- 
feier Leibnizcns herausgegeben von der Fürsll. Jablonowskisehen Gesellschaft. 
Mit dem Bildnisse von Leibniz in Medaillon und zahlreichen Holzschnitten und 
Kupfertafeln. fil Bogen in hoch 4. 1840. broch. Preis 5 Thlr. 

Inhalt: 

YV. WACHSMUTII, Rriefe von Leibniz an Christian Philipp. (Einzeln 16 Ngr.) 

A. F. MÖBIUS, Ueber eine neue Behandlungsweise der analytischen Spbärik. Mit einer 
Tarel. (Einzeln 16 Ngr.) 

M. W. DHOBISCII, Ueber die innthematische Bestimmung der musikalisctieu Intervalle. 

(Einzeln 12'/, Ngr.) 

V SEEBECK, Ueber die Schwingungen der Saiten. (Einzeln |0 Ngr.) 

C. F. NAUMANN, Ueber die Spiralen der Conrbylien. (Einzeln 16 Ngr.) 

F. REICH, Elektrische Versuche. (Einzeln 7>A Ngr.) 

W.WEBEIl, Elektrodynamische Maassbestiminungen. Mit Holzschnitten. (Einzeln 1 Thlr.) 

E. H. WEBER , Zusätze zur Lehre vom Baue und den V errichtungen der Geschlechts- 
organe. Mit 9 Kupfertafeln. (Einzeln I Thlr. 10 Ngr.) 

C. C. LEHMANN, Beitrüge zur Kenntnis* des Verhallen« der linhleu>aum'\halatinn unler 
verschiedenen physiologischen und pathologischen Verballnissen. (Einzeln 10 Ngr.) 

PREISSCHBIFTEN gekrönt und herausgegeben von der Fürstlich 
Jablonowskisehen Gesellsc h aft. 



1. IL GRASSMANN, Geometrische Analyse geknüpft an die vou Leibniz erfundene geoi 

Irische Cbaracteristik. Mit einer erläulerndrn Abhandlung von A. F. Möbius. 
hoch 4. 1847. 20 Ngr. 

2. H.B.GKINITZ, das Quadergebirge oder die Kreidefunnation in Sachsen, mit Berücksich- 

tigung der glaukonilreichen Schichten. Mit I color. Tafel, borb 4. 1850. 16 Ngr. 

3. J. ZECH, Astronomische Untersuchungen über die Mondflnsternisse des Almagest. 

hoch 4. 1851. 10 Ngr. 

4. J. ZECH, Astronomische Untersuchungen über die wichtigeren Finsternisse, welche voi 

den Schriftstellern des classischen Alterthums erwähnt werden, hoch I. 1853. 20 Ngr. 

3. H. B. GEINITZ, Darstellung der Flora des Hainichen - Ebersdorfer und des Flb'baer 
Kohlcobassins. hoch 4. Mit Ii Kupfertafeln in gr. Folio. I85i. 8 Thlr. 

6. TH. HIRSCH, Danzigs Handels- nad Gewerbsgcschicbte unler der Herrschaft des deut- 
schen Ordens, hoeb 4. 1858. 2 Thlr. 20 Ngr. 



CI1H. AD. PESCHECK, die Böhmischen Exulanten in Sachsen, hoch 4. 1857. 

1 Thlr. 10 Ngr. 

S. Hirzel. 

Ferner ist bei mir erschienen : 

WIETERSHEIM, E. von, Gedächtnissrede auf Seine Majestät Friedrich August, 
König von Sachsen , gehalten in der öffentlichen Sitzung der König). Sachs. 
Gesellschaft der Wissenschaften am 27. öct. 1854. hoch 4. broch. 10 Ngr. 

s. Hirzel. 

Druck von Orcilkopr und Hirtel in Leipzig. * 
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